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INTRODUZIONE 
La tradizionale metodologia di valutazione degli investimenti 
industriali, basata sui discounted cash flow methods, è stata ar-
ricchita, nel corso degli anni, dall'applicazione di altre stru-
mentazioni di carattere formale che rivelano il pregio di evi-
denziare aspetti importanti nei processi di decisione aziendali, 
negletti in precedenza. La Tesi si sviluppa dal punto punto di 
vista di un singolo decisore, un agente economico-aziendale, il 
quale si pone l'obiettivo di determinare la strategia di compor-
tamento ottima nei confronti di un'opportunità di investimento 
industriale a carattere strategico. Un investimento può essere 
inteso come strategico quando impegna in modo rilevante le 
risorse aziendali (tecnologiche, finanziarie, umane) o se è tale 
da configurare un cambiamento della formula imprenditoriale 
di partenza. Gli aziendalisti hanno, fino a qualche anno fa, 
ritenuto insufficiente l'apporto fornito dalla Finanza e criticato 
in parte l'approccio del capital budgeting in quanto troppo ap-
piattito su una visione parziale dell'investimento: esso è finaliz-
zato alle decisione su una singola iniziativa di investimento, piut-
tosto che a una valutazione onnicomprensiva di una iniziativa 
strategica complessa. Notevoli limiti si annidano, a detta degli 
esperti di strategia aziendale, nella semplificazione descrittiva 
di un modello di comportamento statico e volto per lo più alla 
previsione del flusso di cassa che l'investimento comporterebbe 
se attuato: Manca l'attenzione alle conseguenze relative ad un 
rigetto dell'investimento, agli effetti di interdipendenza con pro-
getti già avviati e a quelli relativi ad un orizzonte temporale 
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successivo alla vita economica del progetto stesso. 
Gli ultimi dieci, quindici anni hanno visto gli studiosi di 
analisi degli investimenti impegnati nell'affinare gli strumenti 
quantitativi tenendo conto delle critiche mosse e in particolare 
cercando di superare l'ostacolo più rilevante: l'assunzione di 
staticità delle decisioni aziendali. Le decisioni in azienda sono 
prese in costante interazione con l'ambiente di riferimento e con 
l'evoluzione della formula imprenditoriale, vengono determinate 
da possibilità di evoluzioni future del sistema competitivo. Ciò 
implica la possibilità di creazione continua di opportunità de-
terminate da nuove configurazioni dello scenario economico di 
riferimento. I metodi basati sullo sconto di flussi attesi futuri 
sono incapaci di evidenziare il valore delle opportunità connesse 
con un investimento industriale-strategico. Tale valore è con-
nesso ad alternative e a scelte future causate da opportunità di 
investimenti che hanno carattere di discrezionalità. Le opportu-
nità competitive di cui si parla sono note come opzioni strate-
giche. Il nesso esistente tra opzioni strategiche e valutazione 
di investimenti industriali-strategici è così forte da far ritenere 
insoddisfacente un criterio di decisione basato sulla quantifi-
cazione di flussi di cassa e non anche di opportunità connesse 
alle iniziative imprenditoriali. L'esistenza di opportunità future 
e di discrezionalità decisionale deve poter essere riproposta in 
un modello formale che q uantifichi le varie opzioni disponi bili. 
Le opzioni permettono un ventaglio di possibilità e di compor-
tamenti che il criterio dei flussi scontati non sono in grado di 
gestire, isterilendo la decisione e comprimendola all'istante in 
cui l'analisi dell'investimento viene effettuata. 
Un agente economico (ad esempio un'azienda) di fronte ad 
un'opportunità di investimento ha spesso la possibilità di dif-
ferire la decisione, se le condizioni di rischio sono tali da sug-
gerire un'attesa. Le informazioni sull'evoluzione del settore o 
su alcune ·determinanti del valore del progetto possono essere 
apprese in seguito e condurre ad una decisione più appropriata 
su un'eventuale realizzazione o un suo ulteriore differimento. 
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La realizzazione di una iniziativa imprenditoriale inoltre può di-
schiudere successivamente opportunità di ampliamento del busi-
ness o, viceversa, di suo ridimensionamento, da sfruttare in 
base all'evoluzione del progetto stesso. La stessa possibilità 
di attuare l'investimento in più stadi temporali permette di 
"monitorare" l'andamento del business completandolo nelle con-
giunture più favorevoli oppure abbandonandolo o sospenden-
dolo temporaneamente, se l'investimento si rivela improduttivo. 
Anche queste ultime sono ulteriori opportunità che consentono 
uno spazio di manovra per l'investitore e che lo dotano di una 
flessibilità discrezionale di cui non si può non tener conto nella 
valutazione di un investimento, soprattutto se di carattere stra-
tegico. 
La Teoria della Finanza è inaspettamente venuta in aiuto 
degli studiosi impegnati a trovare modelli che quantificassero i 
gradi di libertà decisionale concessa agli agenti economici, os-
sia che fornissero il valore delle opzioni strategiche. Nei mer-
cati finanziari è da tempo in uso il contratto di option ( op-
zione), il quale presenta forti analogie con le opportunità esi-
stenti in relazione ad un investimento aziendale. Analogamente 
ad un'opzione finanziaria, un'opzione strategica fornisce al de-
tentore il diritto, ma non l'obbligo, di acquistare (call) o vendere 
(put) un'attività entro una determinata scadenza ad un determi-
nato prezzo di esercizio. La struttura di un'opzione finanziaria 
si ritaglia perfettamente al concetto di opzione strategica, la 
quale viene spesso indicata come reale per distinguerla dalla 
sua analoga finanziaria. Un'opzione reale è dunque "scritta" 
su un'attività (il progetto di investimento) e il prezzo di eser-
cizio dell'opzione è dato dal costo dell'investimento aziendale. Il 
prezzo dell'attività è sostituito, in una logica aziendale, dal va-
lore attuale atteso dei flussi di cassa generati dall'investimento. 
Questa sorprendente aderenza (riassunta in Tabella l) è stata 
sfruttata in tempi relativamente recenti (a partire da un'intuizio-
ne di Myers (1977)) ed ha dato vita ad una letteratura ormai 
cospicua, la quale, prendendo alla lettera tale analogia, si è de-
8 INTRODUZIONE 
dicata alla valutazione di investimenti industriali con gli stru-
menti utilizzati per la valutazione di opzioni finanziarie, ossia, 
in definitiva, con la contingent claims analysis. 
Tabella l. Opzioni reali e opzioni finanziarie 
Opzioni finanziarie Opzioni reali 
Attività finanziaria sottostante - Progetto di investimento 
Prezzo dell'attività finanziaria Valore atteso del progetto 
Prezzo di esercizio - Costo dell'investimento 
Rischio dell'attività finanziaria - Rischio del business 
Periodo di esercizio Periodo di esercizio 
Tasso di interesse Tasso di interesse 
Prezzo dell'opzione Costo dell'opzione (a volte nullo) 
La valutazione delle opzioni reali ha allora lo scopo di fornire éu 
detentore dell'opzione un criterio di decisione che assicuri una 
"strategia di esercizio ottima". L'osservazione dell'evoluzione 
del valore del progetto (di per sé aleatorio) consente di ricevere 
informazioni che possono giustificare un differimento dell'eserci-
zio o viceversa un esercizio precoce. Si tratta di costruire un 
modello di valutazione di un'opzione americana che stabilisca il 
livello critico della variabile aleatoria di riferimento (valore del 
progetto) tale da suggerire l'esercizio dell'opzione come strategia 
ottima. 
Le opzioni reali possono essere classificate secondo diversi cri-
teri. Rimandando alla Bibliografia per una esauriente classifi-
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cazione ed esemplificazione1 , si ricordano le tre principali classi-
ficazioni, oltre alla già menzionata suddivisione tra opzioni call 
e opzioni put. 
a) Secondo la natura dell'opzione: 
l. Opzioni di sviluppo. Danno l'opportunità di sviluppare, di 
ampliare il business intrapreso o di sviluppare la presenza 
dell'azienda in nuovi business; 
2. Opzioni di flessibilità. Danno l'opportunità di utilizzare in 
modo flessibile risorse già impiegate permettendo l'adatta-
mento al mutamento delle caratteristiche dello scenario 
aziendale ed economico; 
3. Opzioni di differimento. Permettono di differire la realiz-
zazione di un investimento; 
4. Opzioni di ridimensionamento. Sono analoghe e specu-
lari alle opzioni di sviluppo, consentendo di ridimensionare 
l'impegno futuro di risorse o ridurre la scala produttiva; 
5. Opzioni di abbandono. Danno l'opportunità di abban-
donare il business· qualora lo scenario evolva in modo tale 
da rendere oneroso il suo mantenimento in vita; 
6. Opzioni di sospensione e riattivazione. Consentono di so-
spendere, in una congiuntura sfavorevole, l'investimento e 
di riattivarlo senza bisogno di ricostruirlo ex novo qualora 
le condizioni volgano successivamente al meglio. 
b) Secondo la natura dell'attività sottostante: 
l. Opzioni semplici. L'attività sottostante è un progetto di 
investimento; 
2. Opzioni composte. L'attività sottostante è a sua volta 
un 'opzione. 
c) Secondo la detenzione dell'opzione: 
l. Opzioni esclusive. Sono opzioni detenute da un unico 
soggetto; 
1 Cfr. Bianchi-Gabossi (1992), Buttignon (1990), Donna (1992), Gozzi 
(1991), Kester (1984), Trigeorgis (1986). 
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2. Opzioni comuni. Sono opzioni detenute anche da altri con-
correnti che condividono, in qualità di condòmini, la pos-
sibilità di esercizio. 
La Tesi si propone di fornire un contributo all'analisi delle 
opzioni strategiche coniugando aspetti formali e aspetti azien-
dali. L 'approccio seguito nella valutazione di opzioni strate-
giche e determinazione di strategie ottime di decisione prevede 
una descrizione formale dell'analogia finanziaria che per prima 
ha reso possibile la quantificazione del valore delle opportunità 
strategiche. Un excursus sulla principale letteratura dei modelli 
di valutazione delle opzioni reali viene seguita senza perdere 
di vista gli aspetti aziendali più rilevanti e dando preferenza 
a quei modelli più flessibili e più idonei ad un'applicazione in 
campo aziendale. Ci si concentra prevalentemente sulle opzioni 
a durata illimitata trattando opzioni di differimento, abban-
dono, sospensione, riattivazione. La sintesi operata costituisce 
un punto di partenza nell'analisi degli investimenti strategici. 
Dopo una disamina di modelli apparsi in letteratura, ci si sof-
ferma sulla reale applicabilità e accettabilità logica della con-
tingent claims analysis nel valutare problemi di natura com-
plessa quali le opzioni strategiche. La contingent claims analy-
sis, svelando le sue potenzialità nello studio di fenomeni azien-
dali, contiene in sé i germi di un suo abbandono, per motivi di 
ordine tecnico e di ordine concettuale. Molte delle obiezioni sol-
levate dagli aziendalisti all'uso dell'option pricing sono in realtà 
facilmente rimosse dall'uso della programmazione dinamica, la 
quale rappresenta il problema di decisione come un problema 
di optimal stopping, in tal modo valorizzando l'idea del dif-
ferimento della decisione di investimento e coprendo casi più 
generali con la rimozione di ipotesi pesanti tipiche di un ambi-
ente finanziario. La mia idea è proprio quella di sbarazzarmi 
della contingent claims analysis e di concentrarmi sulla pro-
grammazione dinamica, più flessibile nell'uso e nel significato, 
essendo, relativamente a questo aspetto, null'altro che una ver-
sione dinamicizzata del criterio del Valore Attuale N etto. Con 
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essa mi calo in un problema di decisione che finora è stato trat-
tato in particolare come un problema di decisione a comparti-
menti stagni: l'ambiente di riferimento è ritenuto ininfluente. 
Questa assunzione, parzialmente mitigata con l'introduzione da 
parte di Kester (1984) e lo studio da parte di Trigeorgis (1986) 
delle cosiddette opzioni comuni, ingenera l'idea, tipica di un 
mercato finanziario, di un'opzione il cui guadagno di esercizio 
è indipendente dal comportamento di altri singoli detentori. Il 
milieu economico e sociale in cui opera l'agente economico non 
rende accettabile questa ipotesi, da cui la nozione di opzione 
comune deve allontanarsi. A tal fine, si propone in questo la-
voro una suddivisione logica più fine delle opzioni reali in re-
lazione alla natura della condivisione dell'opzione: sorgono così 
le opzioni replicabili e le opzioni una tantum, la prima delle 
quali ha riflessi direttamente sul valore V dell'investimento e 
indirettamente sul valore F dell'opzione stessa, mentre la se-
conda influisce direttamente sul valore dell'opzione. La scelta 
della programmazione dinamica permette non solo di spiegare 
più compiutamente questi fenomeni, ma anche di eludere il pro-
blema della replicabilità del rischio del progetto in un mercato 
finanziario e di operare quindi senza problemi con processi anche 
diversi dal classico moto geometrico browniano, in particolare 
i processi discontinui di Poisson, che forniscono uno strumento 
semplice e significativo per la valutazione di questo tipo di op-
zioni. Non solo, ma si mostra come in alcuni casi il criterio di 
decisione torni ad essere il troppo precocemente abbandonato 
Valore Attuale Netto. 
Il comportamento dei concorrenti ha riflessi sensibili sul pay-
off derivante dalla realizzazione di un progetto, indipendente-
mente dal grado di esclusività di un'opzione (ossia anche quando 
esso è massimo e garantisce la possibilità ad un unico soggetto 
di esercitare l'opzione); infatti i concorrenti presenti sul mer-
cato sono "in grado di reagire esercitando a loro volta opzioni 
reali di loro pertinenza che determinino una riduzione del va-
lore del progetto intrapreso dall'investitore. La natura interat-
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tiva delle decisioni di azienda mi ha portato a considerare la 
necessità di ricavare il valore del progetto non in termini di va-
lore attuale atteso dei flussi dell'investimento: anche in questo 
caso un'eccessiva attenzione all'ottica finanziaria fa perdere di 
vista la dinamica competitiva in cui si appronta un'analisi azien-
dale. L'incertezza del valore di un investimento strategico non 
è qualcosa di intrinseco ad esso, ma fa riferimento, tra l'altro, 
ai comportamenti e alle reazioni dei concorrenti di fronte ad 
un'iniziativa imprenditoriale dell'investitore. L'analisi della for-
za, delle potenzialità, della natura dei competitori e il tenta-
tivo di prevedere sulla base di questa i possibili comportamenti 
è imprescindibile ai fini di una corretta rappresentazione delle 
determinanti del processo di formazione del valore di un pro-
getto. In particolare, l'investitore stesso ha la possibilità di 
influenzare, direttamente o indirettamente, il proprio risultato, 
attraverso azioni di copertura, di difesa, di attacco, o con l'aiuto 
di vantaggi competitivi particolari. Così, sfruttando l'estrema 
flessibilità, non solo concettuale, ma anche formale, del modello 
di optimal stopping, si perviene alla valutazione del valore del 
business attraverso la risoluzione di un problema di controllo ot-
timo, considerando esplicitamente la presenza di una variabile 
di controllo come arma a disposizione dell'azienda per influire 
positivamente sui flussi derivanti dal progetto. Il problema risul-
tante è un problema a due facce: il problema di controllo ottimo 
ha lo scopo di determinare la strategia ottima una volta attuato 
l'investimento cioè una volta esercitata l'opzione; esso è poi in-
corporato in un problema di optimal stopping che ha lo scopo 
di determinare il momento in cui il deciosre ha la convenienza 
ad esercitare l'opzione. Formalmente, la soluzione del problema 
di controllo ottimo deve essere tale da permettere l'applicazione 
delle condizioni al contorno tipiche di un problema di optimal 
stopping. Le condizioni sotto le quali questo avviene non sono 
così stringenti come ci si aspetta e lasciano margini di libertà 
sufficientemente ampi da garantire una buona (seppur approssi-
mata) descrizione dello scenario di azione. Alcuni brevi e sem-
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plici esempi di valutazione di opzioni reali sono presentati in 
quattro appendici ed hanno lo scopo di mostrare alcune appli-
cazioni di tipo aziendale. 
I medesimi motivi che hanno condotto all'ab bandono della 
contingent claims analysis suggeriscono poi di acconciare i mo-
delli proposti in tal guisa da costituire parametri di ancoraggio 
su cui basare le decisioni strategiche. L 'analisi quantitativa rea-
lizzata con l 'estensione dei modelli di optimal stopping trova un 
suo arresto in un tentativo di estensione per le seguenti princi-
pali ragioni: 
l. Lo studio di investimenti strategici comporta l'osservazioni 
di molteplici variabili che difficilmente e raramente pos-
sono essere condensate in un unico indice di convenienza 
economica. La molteplicità di parametri aleatori coinvolti 
rende difficile la valutazione di opzioni reali soprattutto 
se da esse ci si attende una soluzione analitica. Gli stessi 
metodi numerici possono essere complessi e devono essere 
studiati ad hoc pe.r il problema in oggetto. 
2. Alcuni parametri di convenienza non sono quantificabili 
e devono essere trascurati. Ciò può comportare l'assenza 
di considerazione di aspetti rilevanti nel processo di for-
mazione della conoscenza e della decisione da parte del-
l'agente economico; 
3. Un agente economico ha una capacità di gestione delle in-
formazioni che è superiore ad un modello formale nel senso 
che sconta aspetti psicologici, emotivi, culturali che una 
modellizzazione non riesce a fare. Il tentativo di far rien-
trare in ambito matematico tali aspetti deve nutrire la con-
sapevlezza della propria inadeguatezza e della propia ap-
prossimazione. Di fronte a due forme di approssimazione, 
non sempre quella matematica è la preferibile, a volte 
l'intuizione e l'indole soggettiva del decisore sono in grado 
di sopperire a carenze intrinseche al modello matematico 
stesso. 
Questi tre elementi vengono presi in considerazione con la 
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precisa indicazione della imprescindibilità di un'analisi di tipo 
qualitativo nella valutazione delle opzioni strategiche. A un 
modello formale di optimal stopping deve a mio parere essere 
affiancato un modello di "qualità" che raccolga gli aspetti di-
menticati dal primo. Il connubio tra analisi quantitativa, che 
fornisca una descrizione propria degli aspetti quantificabili, e 
analisi qualitativa, che descriva l'impatto delle variabili qualita-
tive, viene reso possibile da un approccio di tipo vago, inten-
dendo con ciò una metodologia di carattere euristico e approssi-
mato (vago appunto), che, pur traendo dalla logica fuzzy l'idea 
di un uso formale di variabili linguistiche, da essa si discosta sia 
per il fatto di essere ancor più vaga e approssimata sia per il 
fatto di tenere in stretta ed esplicita rilevanza gli aspetti psi-
cologici del decisore. Questo non è, a mio avviso, un limite, 
giacché alcuni aspetti propri dei processi di decisione (e quindi 
anche di decisione aziendale) traggono la loro ragione d'essere 
prorio da fattori vaghi, indistinti, sfumati, non modellizzabili. 
L 'unione di analisi quantitativa e analisi qualitativa porta a 
una quantificazione del ~alare dell'opzione reale come somma di 
un valore quantitativo (derivante dall'impostazione di un pro-
blema di optimal stopping stocastico allargato per ricompren-
dere le opzioni comuni e la possibilità di azione dell'investitore) 
e un valore qualitativo, la cui quantificazione a livello formale 
avviene mediante modalità che tengano conto della personalità 
del singolo individuo coinvolto nel processo. Le diverse pro-
poste fatte vengono fatte dipendere appunto dalla componente 
soggettiva del decisore, alla quale si lascia libero accesso nel 
modello. Quest'ultimo rimane deliberatamente privo di vincoli 
stringenti relativi ad assiomi di razionalità. Il modello finale 
risulta in tal modo non la costruzione compiuta di una teoria 
di integrazione tra aspetti quantitativi ed aspetti qualitativi di 
un 'opzione strategica ma solo una proposta di modello formale 
in cui ambientare la valutazione complessiva di una generica 
opzione strategica suddivisa nella sua componente qualitativa e 
quantitativa. 
Piano dell'opera 
La letteratura sulle opzioni reali è ormai così vasta che, nel-
l'esposizione dei lavori pubblicati, ho dovuto operare una se-
lezione ponendomi l'obiettivo di dare la massima esemplificazio-
ne di un modello di valutazione generale senza soffermarmi sulle 
miriadi di applicazioni in settori diversi, per le quali rimando alla 
Bibliografia. La Tesi, come accennato, si concentra soprattutto 
sulle opzioni di differimento in campo continuo, assumendo per 
lo più opzioni a periodo di esercizio illimitato. La trama del 
lavoro si dipana attraverso estensioni successive lungo undici 
Capitoli, alla fine dei quali si perviene alla presentazione del 
modello globale di valutazione integrato comprensivo degli ar-
ricchimenti esposti nei vari Capitoli. Essa quindi è una sorta 
di "fondo ad accumulazione" in cui quattro appendici fungono 
da cedole staccate corrisposte al lettore, che rileverà l'intero 
capitale alla fine. Il "fondo ad accumulazione" prevede la sud-
divisione del lavoro in due parti. La prima parte consiste in una 
disamina relativa alla letteratura delle opzioni reali. In partico-
lare, nel primo Capitolo si introduce l'ide~ di opzione reale da 
un punto di vista formale mostrando l'analogia, in un contesto 
biperiodale, tra la valutazione secondo la contingent claims anal-
ysis e secondo la programmazione dinamica. Il secondo Capitolo 
si pone in un contesto a tempo continuo e presenta i modelli 
di McDonald-Siegel e di Dixit-Pindyck che assumono il moto 
geometrico browniano come descrizione evolutiva del valore del 
progetto. Il terzo Capitolo introduce la presenza di costi ope-
rativi relativi all'investimento e la possibilità che l'investimento 
non abbia durata illimitata ma che sia soggetto a un decadi-
mento, fisico (se si tratta di immobilizzazioni tecniche) o eco-
nomico. In esso si accenna alla difficoltà insita nel trattare due 
o più variabili di osservazione congiuntamente: si presenta un 
caso partiéolare esposto da Dixit e Pindyck in cui il valore del 
progetto e il costo dell'investimento sono variabili aleatorie. Il 
quarto Capitolo estende il modello ricomprendendo opzioni di 
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abbandono, di sospensione, di riattivazione del progetto. Nel 
quinto Capitolo si considera la possibilità che la realizzazione 
dell'investimento richieda tempo per essere portata a termine e 
si presenta un modello di valutazione di investimento sequen-
ziale a più stadi. L'ultimo Capitolo della prima parte apre la 
strada ad importanti riflessioni introducendo la nozione di op-
zioni comuni e presentando un esempio di valutazione ad opera 
di Trigeorgis (1986). Esso permette di instaurare un nesso molto 
forte tra la prima e la seconda parte, nella quale espongo i miei 
contributi. Il settimo Capitolo è solo in apparenza concettual-
mente distante dal precedente. È stata proprio la nozione di op-
zione comune e la riflessione sulle grandi differenze tra opzioni 
reali e opzioni finanziarie a suggerirmi un impianto logico che 
mi ha condotto ad abbandonare la contingent claims analysis e 
a conservare l'uso della più flessibile programmazione dinamica. 
Questo Capitolo dà anche l'impianto filosofico a tutta la seconda 
parte, costituendo un insieme di principi che ho tenuto sempre 
presente nell'elaborazione dei Capitoli seguenti. L'ottavo Capi-
tolo riprende le opzioni comuni suddividendole in due distinte 
classi e proponendo un modello di valutazione che fa uso dei 
processi discontinui di Poisson, applicati sia al valore del pro-
getto sottostante l'opzione sia al valore dell'opzione stessa. N el 
nono Capitolo l'interazione competitiva viene presa in consi-
derazione non solo nel senso di riduzione del valore del progetto 
e dell'opzione, ma anche nel senso di rilevanza dei comporta-
menti dell'investitore e dei concorrenti nel determinare il va-
lore del progetto, sottolinenado l'inadeguatezza di un calcolo di 
quest'ultimo mediante valore atteso dei flussi di cassa. Quat-
tro brevi appendici dedicate ad esempi di valutazione di op-
zioni strategiche presentano alcune semplici applicazioni azien-
dali prima di giungere ad un'estesione del modello attraverso un 
diverso approccio metodologico: la prima si occupa di un modo 
pragmatico per gestire l'avversione al rischio, la seconda è un 
semplice modello di opzione strategica con presenza di varia-
bile di controllo a disposizione dell'investitore, la terza tratta 
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di una variabile di riferimento comportamentale, cioè riferita 
all'azione di un concorrente e avente un legame inversamente 
proporzionale con il valore dell'investimento, l'ultima prende in 
considerazione flussi incrementali di un investimento e la pre-
senza di flussi negativi continui cui si può porre termine con 
l'esercizio dell'opzione. Il Capitolo decimo espone gli assunti 
di quella che ho chiamato "logica vaga" 1 e che sta alla base 
dell'idea di un valore qualitativo dell'opzione strategica che la 
modellizzazione fino a quel punto presentata trascura quasi com-
pletamente e che consente di aggirare le difficoltà insite nella 
trattazione di variabili di riferimento molteplici. I principi espo-
sti sono applicati nel Capitolo finale della Tesi, il quale presenta 
un 'integrazione tra il modello di programmazione dinamica ( op-
ti mal stopping), adeguatamente esteso in precedenza, e un mo-
dello di formalizzazione di giudizi sintetici espressi attraverso 
enunciati verbali. Alcune riflessioni conclusive chiudono il Capi-
tolo e il lavoro. 
1 Cfr. Black (1937), Russell (1923). 

PARTE PRIMA 

CAPITOLO l 
INVESTIMENTI COME OPZIONI 
Introduzione 
Il primo Capitolo è dedicato allo studio di un semplice caso di 
investimento, in cui il processo decisionale trae vantaggio dalla 
possibilità, per il decisore, di differire la scelta per l'investimento 
a periodi successivi. L 'esistenza di questa flessibilità dà ragione 
dell'abbandono del criterio del Valore Attuale Netto nell'ambito 
delle scelte aziendali relative ad investimenti. In verità, il Va-
lore Attuale Netto ~on è rigettato completamente, ma miglio-
rato laddove il suo uso non comporta l'assunzione di un vincolo 
temporale per il quale l'alternativa posta al decisore è fare o 
non fare. L'opportunità di decidere la tempistica d'intervento 
suggerisce di confrontare, per la stessa operazione, due valori 
attuali netti (attesi), quello relativo ad un eventuale investi-
mento immediato e quello derivante dall'attesa del decisore fino 
al prossimo periodo. Il maggiore dei due determina la strategia 
ottima. Tale estensione si risolve nell'uso di una strumentazione 
tipica della programmazione dinamica, che costituirà, come si 
vedrà, l'ottica primaria con cui verranno valutate le opzioni di 
investimento. 
La natura strutturale di opportunità per investimenti indu-
striali e strategici sembra creare un'analogia con un tipo di ope-
razioni assai diffuso sui mercati finanziari: le opzioni. In effetti, 
la detenzione di un'opportunità di investimento può essere con-
cettualmente raffrontata alla struttura di un'opzione finanziaria, 
ove l'attività sottostante è data dal progetto di investimento 
21 
22 INVESTIMENTI COME OPZIONI 
stesso il cui valore evolve stocasticamente e il prezzo di esercizio 
è espresso dal costo dell'investimento. Ciò fa pensare alla possi-
bilità di valutare tali opportunità come opzioni finanziarie, posto 
che il progetto sia in qualche modo negoziabile o replicabile sui 
mercati di capitali. L'uso dell'option pricing conduce, nei casi 
studiati, ad una perfetta coincidenza di risultati ottenuti con 
la programmazione dinamica. A buona ragione le opportunità 
di investimento verranno spesso definite, nel corso del presente 
lavoro, opzioni "reali" (da res=cosa). 
L'esposizione viene agevolata attraverso assunzioni semplifi-
catorie e l 'incertezza viene trattata con una variabile aleatoria 
che fluttua in tempo discreto assumendo il moto di una passeg-
giata aleatoria. 
1.1 Decisione di investimento e 
possibilità di differimento della decisione 
Mi porrò in un cont~sto astratto, che consenta comunque di 
cogliere gli aspetti fondamentali intrinseci al problema di in-
vestimento e di cogliere quindi la fallacia logica del criterio di 
decisione del Valore Attuale Netto. Si supponga dunque che un 
decisore debba affrontare un problema di investimento e gli si 
prospetti la possibilità di differire indefinitamente il momento in 
cui esso può essere intrapreso. Si supponga che l'investimento 
consista nella costruzione di un'azienda che produce un bene 
per ogni periodo, il cui prezzo di mercato è attualmente P0 . La 
realizzazione del progetto avviene mediante il sostenimento del 
costo di investimento I, che consente la costruzione immediata 
dell'azienda. Si supponga che i flussi monetari siano attualiz-
zati usando il tasso di interesse r per attività prive di rischio. 
N el prossimo periodo il prezzo del prodotto P1 è una variabile 
aleatoria che assume i seguenti valori: 
p
1 
= { (l + u) P0 
(1- d)Po 
con probabilità p 
con probabilità l - p. 
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Si fa inoltre l'ulteriore ipotesi che l'incertezza sul prezzo sia com-
pletamente risolta il prossimo periodo, cioè 
Vt, t = 2, 3, ... , n, . .. 
Secondo la regola di decisione suggerita dal criterio del VAN, il 
decisore dovrà investire se il valore attuale netto (atteso, giacché 
P1 è una variabile aleatoria) è maggiore di zero. 1 
In quel caso egli riceverà il flusso Pt ad ogni epoca t, t = 
O, l, 2, ... (il progetto è cioè supposto a durata illimitata). In-
dicando con V0 il valore attuale (atteso) del progetto, si ha 
l oo f(Pt) 
Vo = Po + --L---
l+r (l+r)t 
t=O 
l 
00 
l 
= P0 + [p(l + u) + (1- p)(l- d)]Po-- L t 
l+r (l+r) 
t=O 
[1 + r + p(u +d)- d] 
= Po . . 
r 
(l) 
Si supponga che, nel caso in cui il prezzo scenda, il valore attuale 
netto sia negativo, rimanendo positivo solo in caso di ascesa del 
prezzo2 . 
Secondo il criterio del VAN il valore dell'opportunità di in-
vestimento è 
Do = max [Vo -I, O]; (2) 
Questa regola di decisione appiattisce forzosamente la realtà 
trascurando completamente il fatto che l'investimento può essere 
1 In verità, questa regola non è la regola del VAN. Essa è quella del valore 
atteso del VAN. Sebbene esso sia comunemente utilizzato in letteratura 
(Dixit e Pindyck (1994) lo danno per scontato), nutro personalmente forti 
perplessità su di esso. Ma l'argomento della Tesi esula da questo problema 
e d'ora in avjtnti parlerò di criterio del VAN in modo improprio, intendendo 
indicare il criterio del valore atteso. 
2 Questa ipotesi è cruciale, altrimenti il ragionamento successivo è del 
tutto privo di significato. 
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posticipato al periodo successivo. Il decisore può ritenere oppor-
tuno aspettare un periodo e osservare l'esito dell'evoluzione del 
prezzo. Se all'epoca t = l il prezzo è salito a (l + u)P0 , allora 
l'investimento verrà effettuato, in caso contrario il decisore ab-
bandonerà definitivamente l'idea. La possibilità lasciata al de-
cisore di attendere porta con sé una flessibilità di cui il decisore 
può servirsi per ottimizzare il suo comportamneto. La domanda 
che il decisore si pone è relativa alle tre alternative che gli si 
prospettano e che fanno riferimento a epoche diverse: l) inve-
stire subito, 2) investire il prossimo periodo 3) non investire mai. 
La domanda che sottende al criterio del VAN è "si deve investire 
oppure no?" assumendo implicitamente che la decisione debba 
essere rpresa immediatamente, con ciò configurando un carat-
tere statico della decisione (tale criterio è dimentico della possi-
bilità di differimento della decisione), la domanda che sottende 
alle tre alternative viste è invece "quando si deve investire?"; 
questo sposta l'ottica sull'opportunità di aspettare e di lasciare 
che l'incertezza sia risolta per evitare un investimento negativo. 
All'epoca O l'agente decisionale deve in realtà decidere solo se 
investire o se aspettare il prossimo periodo. L'incertezza rela-
tiva al prezzo, variabile aleatoria, lo indurrebbe ad attendere. 
Viceversa, il guadagno mancato pari a P0 in caso di attesa, lo 
indurrebbe ad investire subito e a rischiare. Quale dei due ef-
fetti è superiore dipende dai valori dei parametri coinvolti nel 
problema. In particolare, egli deve confrontare il valore attuale 
netto relativo all'investimento immediato (V0 - I) e il valore 
attuale netto (atteso) relativo alla situazione di attesa fino al 
prossimo periodo. 
Sia dunque V1 il valore attuale del progetto dal punto di vista 
dell'epoca l. Si ha 
Sia F 1 il valore dell'opportunità di investimento all'epoca l. Il 
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decisore investirà in t= l solo se V1 -I > O, cioè 
F 1 = max [V1 -I, O]; (4) 
questo è quello che si definisce "valore di proseguimento", il 
quale è, dal punto di vista dell'epoca O, una funzione aleatoria 
(dipendente dalla variabile aleatoria P1 ). Calcolando la spe-
ranza matematica dal punto di vista dell'agente decisionale che 
deve decidere in t = O se investire o "proseguire" si ricava 
[ 
(l+r) ] 
[ 0 ( F1 ) = p max (l + u) P0 r - I, O 
[ 
(l+r) ] 
+(l- p) max (l- d)P0 r -I, O , (5) 
che si definisce valore atteso di proseguimento. Poiché [ 0 ( F 1 ) è 
il valore dell'opportunità di investimento riferito all'epoca t = l, 
il suo valore all'epoca t = O è dato da 
Se 
l 
-- Eo(Ft). 
l+r 
l 
Vo-I> -- Eo(Ft) 
l+r 
allora la strategia ottima è investire subito, se 
il valore atteso di proseguimento suggerisce di attendere il peri-
odo successivo e di osservare il prezzo all'epoca 1: se esso sale, 
l'investimento deve essere effettuato, se scende esso viene ab-
bandonato. Il valore dell'opportunità di investimento è allora, 
dal punto ~i vista dell'epoca O, pari a 
Fo = max [va- I, - 1 - E0 (Ft)] . 
l+r 
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La possibilità di posporre la decisione fornisce al decisore 
un grado di libertà in più nel computo delle alternative a lui 
disponibili, il quale è riassunto nella differenza F0 -00 , che quan-
tifica il valore dell'attesa, precisamente il valore dell'opzione a 
posticipare la decisione. Questa soluzione è estrememante clari-
ficatoria a fini concettuali. Innanzi tutto mostra come il VAN 
sia un criterio sostanzialmente rozzo se l 'investitore ha la possi-
bilità di differire la decisione di investimento. In secondo luogo 
si vede come una semplice estensione del criterio del VAN rie-
sca a cogliere pienamente l'aspetto dinamico del problema e a 
suggerire la regola ottima di comportamento. In fin dei conti, 
che il criterio da usare sia null'altro che un'estensione del cri-
terio del VAN e non un criterio del tutto opposto lo si deduce 
da come è stata ricavata la regola di decisione: si è attuato 
un confronto tra due valori attuali netti (attesi), il primo rela-
tivo all'investimento immediato, il secondo relativo all'attesa. 
La scelta ricade sulla strategia che assicura il valore attuale 
netto maggiore. Potrelll:mo dire che il criterio utilizzato è ancora 
il VAN, ma il riconoscimento dell'opzione di differimento crea 
fittiziamente due operazioni finanziarie: il valore attuale netto 
della prima è Va - I, il valore attuale netto della seconda è il 
valore atteso di proseguimento. Si divide cioè la sequenza di de-
cisioni in due parti, la scelta immediata e le decisioni rimanenti, 
che sono riassunte nel valore atteso di proseguimento. Ma questa 
è l'essenza della programmazione dinamica! In questo caso si 
hanno due soli periodi da considerare, ma la logica sottostante 
è chiara, ancor più se si estende il problema a più periodi o 
se si considera il problema in campo continuo. N el prossimo 
Capitolo prenderò la via analizzando modelli di tipo continuo in 
cui l'incertezza sulla variabile aleatoria di riferimento non è mai 
risolta completamente3 . 
Si cons!deri a titolo di esempio un'opportunità di investi-
3 Per l'estensione del modello a più periodi e per la relazione tra modelli 
discreti e continui si veda Dixit-Pindyck (1994). 
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mento in cui P0 = 200, u = d = p = 0.5, i = 0.1 e I = 1600. Si 
trova facilmente che 
00 
200 
V0 -I= -1600 +L-- = 600; (l.l)t 
t=O 
Il valore attuale netto del progetto è positivo. Si ricava altret-
tanto agevolmente il valore attuale netto nel caso il decisore 
attenda fino al periodo successivo e investa solo se il prezzo è 
salito a 300, esso è infatti il valore atteso di proseguimento at-
tualizzato 
l { [-1600 
00 
100 ] } --E0 (FI) = 0.5 max +L --)-t, O 
l+ i 1.1 (1.1 
t=1 
{ [
-1600 
00 
300 ] } + 0.5 max + L --)-t, O 
1.1 (1.1 
t= l 
1700 
= 0.5. o+ 0.5--
1.1 
850 
=- = 773. 
l. l 
Il valore attuale netto dell'operazione In caso di investimento 
all'epoca O è dato da 
Pertanto 
00 
200 
V0 -I= -1600 +L-- = 600. (l.l)t 
t=O 
F 0 = max (600, 773] = 773 
e la strategia ottima risulta essere l'attesa. 
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1.2 Opzioni finanziarie e opzioni "reali" 
Il problema di investimento prospettato suggerisce un'ana-
logia logica tra opportunità di investimento e opzioni fìnanziarie. 
In effetti l'opzione di investimento può essere vista come un'op-
zione call la cui attività sottostante consiste nell'investimento 
stesso. Il prezzo I è paragonabile al prezzo di esercizio dell'opzio-
ne. In effetti, se l'investimento è negoziabile sui mercati o se 
esiste un portafoglio di attività in grado di replicare il rischio 
del progetto, l'analogia diviene completa e viene fatto di valutare 
tale opportunità proprio come un'opzione finanziaria di tipo call 
e di definirla, conseguentemente, opzione "reale". 
Si consideri l'investimento appena visto e si supponga che sia 
negoziabile sui mercati di capitale e si valuti l'opzione di inve-
stimento ad esso connessa. A tal fine, si prenda un portafoglio 
in cui si detiene l'opzione di investimento, il cui valore è F 0 , 
e in cui si assume una posizione short su n unità di output 
del progetto di investimento. Il valore del portafoglio oggi è 
<I>o = Fo - nP0 = F0 - 200n. Il suo valore in t = l è 
_ _ { max [3300 - 1660, O] - 300n = 1700 - 300n 
<l>t - F1 -nP1 -
max [1100 - 1600, O] - lOOn = -lOOn. 
A ciascuno dei due casi è associato il valore di probabilità 0.5. 
Ponendo n = 8.5 il portafoglio è senza rischio. Il suo rendimento 
è dato da <1> 1 - <1> 0 meno il pagamento che deve essere effettuato 
per mantenere la posizione short. Poiché il tasso atteso di incre-
mento sul prezzo è zero (0.5 · 300 + 0.5 · 100 = 200 = P0 ) nessun 
investitore razionale sarebbe disposto a detenere una posizione 
long se non con una remunerazione del 10 per cento (pari al 
tasso privo di rischio). Il pagamento alla posizione long sarà 
pari a O.lnP0 = 170. Il rendimento totale del portafoglio senza 
rischio dovrà esser uguale, in assenza di arbitraggio, al tasso di 
interesse p"er attività senza rischio r = 0.1. Quindi 
<l>1 - <I>o - 170 = O.l<I>o 
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la quale determina, effettuate le debite sostituzioni, il valore 
dell'opzione F0 = 773. 
L'uso dell'option pricing allora conduce al medesimo valore 
trovato utilizzando gli strumenti di programmazione dinamica. 
Anche in questo caso la regola decisionale suggerisce di attendere 
il prossimo periodo prima di decidere l'investimento. L'esercizio 
dell'opzione oggi comporta il pagamento di 1600 e un ricavo 
pari a 2200 (valore atteso del progetto). Ma, una volta esercitata 
l'opzione, essa scompare e con essa si perde il valore dell'opzione, 
che abbiamo visto essere pari a 773. Il costo pieno d'esercizio è 
dato allora dalla somma del costo effettivo I e del costo virtuale 
(opportunità) F0 = 773. Dal momento che F0 + I = 2373 > 
V0 = 2200, il costo pieno eccede il valore dell'investimento, con 
conseguente decisione di attesa da parte del decisore. 
Le due prospettive utilizzate sono complementari nel senso 
che quando non ricorrono le ipotesi sussunte per l 'una, si può 
adottare l'altra. In particolare la programmazione dinamica as-
sume la possibilità di determinare il tasso di interesse da utiliz-
zare per l'attualizzazione dei flussi. L 'ottica finanziaria assume 
la possibilità di negoziazione del progetto sui mercati o quanto 
meno la possibilità di replicare il rischio dell'investimento at-
traverso un portafoglio di attività esistenti. Per progetti di tipo 
strategico, e in alcuni settori comunque, questa ipotesi risulta 
molto più stringente di quella connessa alla programmazione 
dinamica. Ma nel seguito tralasceremo queste difficoltà, per 
concentrarci sulle analogie delle due strumentazioni in campo 
continuo. Queste osservazioni verranno tuttavia riprese nella 
seconda parte. 
I parametri coinvolti nel calcolo dei valori attuali netti (nel 
valore dell'opzione) sono cruciali nel determinare la convenienza 
o meno di un investimento immediato rispetto all'attesa. Per 
lanciare l'idea della sensitività del valore dell'opzione di inve-
stimento r:lspetto ad un parametro, si analizza di seguito qual è 
il prezzo critico P(; tale che se P0 > P(; il decisore si trova con-
venienza all'investimento immediato, se P0 < P(; egli ottirnizza 
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il proprio risultato differendo la decisione al periodo successivo. 
Si supponga che i valori di I, r, p, u, d rimangano gli stessi 
dell'esempio sopra visto. Il valore attuale netto (atteso) relativo 
alla decisione di investimento immediato è dato da 
V0 -I= 11P0 - 1600. 
Il valore attuale netto relativo all'attesa è dato da 
l 0.5 (~ 1.5P0 ) --t:0 (F1 ) = 0.5 ·O+- --- 1600 = 7.5P0 - 727. 
l+ r 1.1 (l.l)t 
t=O 
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Pertanto 
F0 = max [11P0 - 1600, 7.5P0 - 727]. (5) 
L'uso dell'option pricing attraverso la costruzione di un portafo-
glio senza rischio conduce allo stesso risultato. Quale delle 
due espressioni nella (5) sia maggiore dipenderà dal prezzo P0 . 
Eguagliandole si ottiene il livello critico P0* al di là del quale la 
strategia di investimento immmediato è preferita all'attesa. In 
questo caso, tale livello è P0* = 249. 
L'attesa rispetto all'investimento immediato apporta un be-
neficio in termini di costi, rappresenta un costo opportunità in 
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termini di flussi positivi. Infatti, attendere significa veder risol-
vere l'incertezza e quindi "cadere sul morbido" nel caso il prezzo 
scenda, ma significa anche privarsi del flusso positivo P0 disponi-
bile all'epoca O. Se P0 > 249 il prezzo (e quindi il costo op-
portunità legato all'attesa) è sufficientemente alto da indurre il 
decisore ad investire immediatamente, in caso contrario il valore 
dell'attesa più che compensa il costo opportunità della stessa e 
il decisore posticiperà pertanto la decisione di investimento al 
prossimo periodo. Un a significativa rappresentazione grafica è 
data in Figura l dove sono rappresentati i due valori attuali (e 
quindi F0 ) i quali sono funzioni affini il cui grafico si interseca 
in Pa = 249. A destra di P; il valore dell'opzione è dato dal 
suo valore intrinseco llPa - 1600 (l'opzione viene esercitata), 
a sinistra di esso è invece 7 .5Pa - 727, superiore al precedente 
(l'opzione viene mantenuta fino al prossimo periodo). 
In caso di estensione a più periodi, il calcolo diventa più com-
plicato. Concettualmente, ci si trova di fronte a una passeggiata 
aleatoria: ad esempio, relativamente a tre periodi, supponendo 
che il prezzo sia aleatorio fino all'epoca 2 e che ad ogni epoca 
possa salire o scendere del 50 %con probabilità p= 1-p= 0.5, 
il valore di Fa è ricavato mediante applicazione degli strumenti 
di programmazione dinamica o della option pricing. Un a raffigu-
razione è data in Figura 2. Fa è ancora una funzione concava 
di P a, in particolare una spezzata. All'aumentare dei periodi il 
calcolo si complica rapidamente. Nel prossimo Capitolo si ipo-
tizzerà una evoluzione a tempo continuo della variabile aleatoria 
di riferimento, in cui l'incertezza non viene mai risolta comple-
tamente. Ciò permette di ottenere più agevolmente risultati di 
grande interesse interpretativo. 
Riferimenti bibliografici 
La letteratura sulle opzioni reali, per quanto recente, è già 
molto vast'a. In questo Capitolo si è presentata una versione con 
tempo discreto, che è in generale del tutto trascurata a favore 
di una trattazione in campo continuo. La trattazione svolta 
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si è basata su Dixit-Pindyck (1994), ma uno studio chiaro e 
dettagliato è esposto anche in Trigeorgis (1986), dove sono pre-
sentati altri esempi di opzioni (di flessibilità, di sviluppo, di 
sospensione, di abbandono, etc.). Trigeorgis tuttavia sottova-
luta le potenzialità e l'estrema flessibilità della strumentazione 
della programmazione dinamica, concentrandosi sulla contin-
gent claims analysis. Egli commette un errore logico nel rifiutare 
le ipotesi della prima per abbracciare quelle della seconda, oltre 
a trovarsi poi impossibilitato a descrivere situazioni più com-
plesse, come quelle che verranno descritte nei Capitoli della se-
conda parte del presente lavoro. In Italia, gli studiosi che più di 
altri hanno trattato questo tipo di metodologia nella valutazione 
degli investimenti comprendono Buttignon (1990), Bianchi e Ga-
bossi (1992), Donna (1992), Gozzi (1991), i quali si concentrano 
su investimenti a carattere strategico in cui il valore dell'opzione 
è tenuto presente in un contesto di tempo discreto. Essi rive-
lano il pregio ma anche i problemi derivanti dalla costruzione di 
un 'analogia perfetta tra opzioni finanziarie e opzioni reali. È sin-
golare constatare che nella letteratura italiana sembra mancare 
totalmente la consapevolezza dell'uso della programmazione di-
namica, grazie alla quale molte delle obiezioni sollevate potreb-
bero essere rimosse. 

CAPITOLO 2 
OPZIONI REALI E STRATEGIA DI DECISIONE 
Introduzione 
Il seguente Capitolo applica i concetti visti nella sezione pre-
cedente e li estende utilizzando un modello di valutazione con-
tinuo, in cui il valore del progetto di investimento segue un moto 
geometrico browniano. Il business sottostante all'opzione è sup-
posto a durata infinita e l'opzione call americana è perpetua. 
Questo facilita il calcolo del valore critico V* della variabile 
di riferimento attraverso la risoluzione di un'equazione differen-
ziale ordinaria. I risultati ottenuti con la programmazione dina-
mica e con la contingent claims analysis sono equivalenti, e l'uso 
dell'una o dell'altra dipende dalle accettazioni delle ipotesi sot-
tostanti alle due strumentazioni. Il criterio del Valore Attuale 
N etto rivela la sua completa inaffidabilità nel suggerire come li-
vello critico quel valore che eguaglia il costo d'investimento. In 
realtà il livello soglia è superiore al costo a causa di un fattore 
di maggiorazione il cui valore è maggiore dell'unità. 
Sono mostrate alcune simulazioni numeriche effettuate da 
Dixit e Pindyck e infine viene assunta una diversa evoluzione 
temporale per la variabile aleatoria di riferimento, precisamente 
un moto geometrico browniano associato a un moto discontinuo 
di Poisson: questa ipotesi rappresenta un'estensione del caso 
precedente ed è particolarmente utile nel caso di opzioni comuni, 
di cui si parlerà nei prossimi Capitoli. 
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2.1 Valutazione di opzioni di investimento 
e definizione della strategia di decisione 
Si denoti con V il valore di un progetto di investimento, la cui 
evoluzione stocastica rispecchia il moto geometrico browniano 
dV= aVdt + aVdz dz = EVii (l) 
dove E indica una variabile normale standardizzata e dz rappre-
senta pertanto l'incremento di un processo di Wiener. Il valore 
corrente di V è dunque noto in base a osservazione ma i va-
lori futuri sono aleatori secondo una distribuzione di probabilità 
lognormale con una varianza crescente linearmente nel tempo. 
Quest'ultimo porta con sé informazione sulla variabile V, ma 
l'incertezza non è mai risolta definitivamente. L'investitore ha 
l'opportunità, ma non l'obbligo, di intraprendere il progetto 
di investimento sostenendo il costo irreversibile I. Si suppone 
inoltre che la realizzazione del progetto possa avvenire in tempo 
reale, cioè contestualmetne all'esborso finanziario pari a I (in se-
guito tale ipotesi restrittiva verrà omessa). In tal senso l'analo-
gia finanziaria conduce a vedere tale opportunità come un 'opzio-
ne reale di tipo americano, che supporrò d'ora in avanti per-
petua, scritta su un'attività il cui prezzo segue una distribuzione 
lognormale. L'ipotesi di perpetuità, oltre ad essere conveniente 
per la risoluzione del problema da un punto di vista analitico, 
è tutt'altro che un'astrazione dalla realtà: molte opportunità 
d'investimento sono effettivamente detenute ad aeternum dagli 
agenti economici operanti in un settore, in particolare quelle di 
carattere strategico, di cui si occupa il presente lavoro. 
L 'investitore può osservare in ogni istante il valore della va-
riabile V e decide se investire subito o aspettare ancora. Con-
cettualmente l'attesa ha un valore positivo legato alla sicurezza 
(rischio) del progetto giacché porta con sé informazioni sull'an-
damento della variabile, negativo in quanto preclude all'inve-
stitore la possibilità di guadagnare subito una somma finanzia-
ria. Ad un livello sufficientemente elevato di V l'investitore sarà 
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disposto ad investire nel progetto; lo studio di quanto elevato 
debba essere tale valore è l'oggetto di questo paragrafo. 
Due approcci sono utilizzabili, come visto in precedenza: la 
contingent claims analyisis e la programmazione dinamica. Que-
sta verrà presa in considerazione per prima. 
2.1.1 Programmazione dinamica. Il problema è posto 
sotto la forma di optimal stopping: se V ::; V* l 'investitore 
attende ulteriori informazioni sulla variabile V, se V > V* 
l'investitore decide di investire. V* rappresenta dunque il li-
vello soglia che giustifica l'esercizio dell'opzione reale e costi-
tuisce parte integrante della soluzione del problema. Il valore 
dell'opportunità d'investimento nella regione di attesa V < V* 
è dato dall'equazione di Bellmann 
l 
F(V) = E (F(V + dV)) 
1 + edt 
(2) 
dove f! rappresenta il tasso di attualizzazione (supposto costan-
te) dei flussi monetari, inteso come costo opportunità del capi-
tale. Questo vuol dire che nella regione di attesa il decisore non 
esercita l'opzione e attende per ottenere maggiori informazioni 
su V. Ciò che egli riceve è allora il valore atteso di prosegui-
mento E(F(V + dV)), attualizzato per l'intervallo dt. La (2) 
diventa 
eF(V)dt = E ( dF) (3) 
e, sfruttando il Lemma di Ito, dividendo per dt e prendendo il 
limite per dt che tende a zero, si ricava l'equazione differenziale 
ordinaria di second'ordine 
l 
-a2 V 2 F" (V) + a V F' (V) - eF(V) = O. 
2 
Ponendo b := e - a la stessa è riscritta come 
l 
2a
2 V 2 F"(V) +(e- b) V F'(V)- eF(V) =O. (4) 
38 OPZIONI REALI E STRATEGIA DI DECISIONE 
Se invece V si trova nella regione di optimal stopping, se cioè 
V 2:: V*, il progetto viene attuato e quindi 
F(V) ==V- I. 
Le condizioni al contorno per la risoluzione di questa equazione 
differenziale sono date da 
F(O) == O 
F(V*) == V*- I 
F' (V*) == l. 
(5) 
(6) 
(7) 
La ( 5) è ovvia a causa della (l): se V è zero, non vi è possi-
bilità di incremento alcuno e quindi l'opportunità d'investimento 
non ha alcun valore. Le (6) e (7) sono le condizioni note come 
value-matching e smooth-pasting rispettivamente, che denotano 
la continuità, nel punto V*, delle funzioni F(V) e F' (V). La 
(6) indica che quando V raggiunge il livello V* la strategia ot-
tima per l'investitore è l'esercizio dell'opzione reale, per il quale 
egli riceverà la somma V* - I. La (6) può essere interpretata 
anche nel modo seguente: il costo totale derivante dall'esercizio 
dell'opzione è dato da I+ F(V*). Il primo addendo indica il 
costo diretto, il secondo addendo indica un costo figurativo che 
l'investitore sostiene in quanto egli, con l'attuazione dell'inve-
stimento, abbandona l'opzione e quindi cede il valore F(V*). 
Il valore V* è tale che il beneficio derivante dall'investimento 
compensa i costi sostenuti, cioè è tale che 
V* ==I+ F(V*) e quindi F(V*) == V* -I. 
La ( 4) è un'equazione differenziale di second'ordine ma pre-
senta tre condizioni al contorno. Il motivo è dato dal fatto che il 
livello critico V* che demarca il confine tra la regione di attesa 
e la regione di optimal stopping è endogeno alla soluzione di 
questa equazione. 
VALUTAZIONE DI OPZIONI DI INVESTIMENTO 39 
E agevole vedere come la ( 4) presenta una soluzione della 
forma 
dove (31 e (32 sono le soluzioni positiva e negativa rispettivamente 
dell'equazione quadratica 
l 2 
-(Y (3((3- l)+ (p- 8)(3- {!=o. 
2 
In particolare, le due radici sono 
l {!- 8 
f3t =-- -- + 
2 u 2 
[ ] 
2 
{! - 8 l 2p 
---- +-<o. 
u 2 2 u 2 
(8) 
La (5) implica tuttavia A 2 = O, pertanto la soluzione della ( 4) 
è data da 
(9) 
Le rimanenti (6) e (7) permettono di determinare i valori di A 1 
e V*. È agevole ricavare infatti 
e 
f3t 
V*= I. 
V*- I 
f3t - l 
(f3t - l )!31 -l 
((3t)f31If31-l . 
(lO) 
(11) 
Pur rimandando l'analisi di tale risultato ai paragrafi succes-
sivi è interessante notare subito come il criterio del Valore At-
tuale Netto, diffuso in letteratura, sia scorretto: essendo (31 > l 
il fattore moltiplicativo (31 / ((31 - l) è maggiore di l. Dunque 
il valore dell'attesa è tale da indurre l'investitore ad esercitare 
40 OPZIONI REALI E STRATEGIA DI DECISIONE 
F(P) 
"'/ 
/. /// 
/ 
....-· /"' 
P* 
-I l 
FIGURA l 
l'opzione reale non quando il valore (attuale) V raggiunge un 
livello tale da eguagliare il costo di investimento I, ma ad un 
livello superiore (eventualmente anche due o tre volte il valore 
di J). Ciò è dovuto all'incertezza di cui ogni investimento è 
rivestito. Essa induce il decisore ad attendere, per evitare di es-
sere "scottato", un livello di sicurezza che giustifichi il rischio da 
correre nell'attuazione del progetto. Dunque V* rappresenta il 
livello minimo di accettazione dell'investimento immediato, cioè 
il livello minimo per il quale l'esercizio dell'opzione è strategia 
ottima. 
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2.1.2 Contingent claims analysis. Un'analoga soluzione 
SI ottiene impostando il problema à la Black-Scholes, utiliz-
zando cioè la teoria delle opzioni finanziarie. L'assunzione prin-
cipale da cui si prendono le mosse è la seguente: le variazioni 
stocastiche in V possono essere replicate da attività esistenti 
nell'economia, cioè i mercati sono sufficientemente completi da 
garantire la possibilità di costruire un portafoglio dinamico di 
attività il cui prezzo è perfettamente correlato con V. 
Sia x il prezzo dell'attività o del portafoglio di attività per-
fettamente correlato con V. Si supponga che tutto il guadagno 
derivi per esso dall'incremento di capitale (assenza di dividendi). 
x segue un moto geometrico browniano 
dx = J1Xdt + a-xdz 
dove J1 altri non è che il tasso atteso di rendimento che riflette 
il rischio sistematico nel Capital Asset Pricing Model: 
T'm - T' 
J1 = T' + ex m a-; 
(Jm 
T' è il tasso di interesse privo di rischio, (T'm - T') l (J m è, come 
noto, il prezzo di mercato del rischio, e exm è il coefficiente 
di correlazione di x con il portafoglio di mercato. 11 è allora 
anche il tasso atteso che un investitore richiede per detenere 
il progetto. Ponendo b := 11 - a, si ha 11 = b + a, cioè il 
rendimento totale è costituito dalla somma del tasso di incre-
mento capitale e del tasso b che può essere visto come un tasso 
di dividendo sull'attività considerata. Si suppone b > O, ché 
se fosse b = O l'opzione reale verrebbe mantenuta fino a sca-
denza. L'esistenza di dividendi crea un "costo" per la detenzione 
dell'opzione precludendo al detentore la possibilità di percepire 
il flusso di dividendi bV, che è tanto maggiore quanto maggiore 
è il prezzo di V; b crea in tal modo uno stimolo ad anticipare 
il momento di esercizio dell'opzione, mentre la presenza di O", 
cioè di un quadro di evoluzione incerto, rappresenta un incen-
tivo all'attesa. Il conflitto tra questi due fattori determina il 
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livello soglia V* che la variabile V deve assumere per giustifi-
care l'esercizio dell'opzione. 
Denotando nuovamente con F(V) il valore dell'opportunità 
di investimento (cioè dell'opzione) si consideri la costruzione del 
seguente portafoglio: detenzione dell'opzione ad investire, del 
valore di F(V), e posizione short di n= F'(V) unità del progetto 
(o, che è lo stesso, del portafoglio di attività x perfettamente cor-
relato con il progetto). Il valore del portafoglio così costruito 
è <P = F(V) - F' (V) V. Si tratta di un portafoglio dinamico; 
man mano che V cambia anche n = F'(V) cambia. Si sup-
pone comunque che all'interno di un singolo intervallo di tempo 
d t il numero n rimanga fisso. L 'investitore che si trova nella 
speculare posizione long sulle n unità del progetto richiederà un 
rendimento pari a J-l V per unità del progetto. Poiché una parte, 
pari a a V, gli perviene dall'incremento capitale, egli richiederà 
alla posizione short il pagamento del flusso di dividendi bV per 
ogni unità del progetto. Il rendimento totale del portafoglio <P 
nell'intervallo dt è dato pertanto da 
dF- F' (V)dV - bV F' (V)dt. 
Per il Lemma di I to 
l 
dF = F'(V)dV + -F"(V)(dV)2 • 
2 
Il rendimento complessivo del portafoglio è dunque 
l 
-F"(V)(dV)2 - bV F'(V)dt 
2 
e, sapendo che ( dV) 2 = a 2 V 2 , si ricava 
l 
-a2 V 2 F"(V)dt- bVF'(V)dt. 
2 
Essendo il portafoglio privo di rischio il suo rendimento deve 
essere, in assenza di arbitraggio, 
r<Pdt = r [F(V) - F' (V)V] dt, 
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ottenendo in tal modo 
l 
r [F(V) - F' (V) V] dt == -u 2 V 2 F" (V)dt - bV F' (V)dt 
2 
e infine 
l 
-u2 V 2 F" (V)+ (r- b) V F'(V)- r F(V) == O. (12) 
2 
Si osservi che la (12) è pressoché identica alla ( 4) con r che 
rimpiazza il tasso di attualizzazione g. Le condizioni al con-
torno sono date ancora dalle (5)-(7) e la soluzione si presenta 
nuovamente nella forma 
dove {3 1 è questa volta dato dall'espressione 
fJ 1 = ~- (r- O)fcr 2 + J[cr- O)/cr2 - ~r + 2r/cr2 • 
Ancora, il livello critico di V è dato da 
e il valore di A 1 è dato sempre dalla (11). 
I due approcci seguiti, concettualmente differenti, conducono 
dunque a risultati analoghi (identici se r == {} == p,). La differenza 
risiede nelle ipotesi sottostanti al problema: la programmazione 
dinamica implica la fissazione di un tasso arbitrario di attualiz-
zazione laddove nella contingent claims analysis il tasso di rendi-
mento atteso è automaticamente garantito dall'applicazione del 
CAP M. La teoria delle opzioni d'altro canto prevede che il 
progetto sia negoziato sui mercati finanziari o, quanto meno, 
la possibilità di replicare il progetto attraverso la costruzione 
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di un portafoglio privo di rischio con attività già esistenti sul 
mercato. Tornerò più estesamente a trattare di queste differenti 
ipotesi. È altresì interessante sottolineare che la (12) altro non è 
che l'equazione di Bellman per la massimizzazione del guadagno 
netto del portafoglio privo di rischio. Infatti, data l'assenza di 
rischio, l'equazione di Bellman diventa una condizione di assenza 
di arbitraggio: 
r<Pdt = -8V F'(V)dt + E(d<P), 
cioè il rendimento del portafoglio eguaglia il flusso di cassa che 
il progetto porta con sé ad ogni periodo dt (che è negativo per 
permettere il mantenimento della posizione short) più il tasso 
atteso di incremento capitale. La (12) segue agevolmente con 
l'osservazione che ora 8 = J.-L- a e non r- a, sì che l'investitore 
deve comunque avere una stima del tasso di rendimento com-
prensivo del rischio. 
2.2 Analisi di sensitività 
Alcune simulazioni numeriche possono essere di grande aiuto 
nella comprensione più profonda dei risultati raggiunti e della 
regola decisionale trovata. A titolo di esempio si prendono i 
seguenti valori: 
I= l r = 0.04 8 = 0.04 u = 0.2 annuo. 
In base a questi parametri si possono calcolare 
/3} = 2 V*= 21 = 2 
l 
A=-. 
4 
In questo caso, il valore di V che giustifica l'investimento deve 
essere non semplicemente maggiore o uguale a J, ma addirittura 
due volte più grande. Il criterio del Valore Attuale Netto rivela 
evidentemente tutta la sua fallacia non appena si prenda in con-
siderazione la possibilità per un'azienda di posporre l'intrapresa 
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dell'investimento. Il Valore Attuale Netto appiattisce il pro-
cesso decisionale trascurando l'aspetto dinamico del problema, 
che grazie alla possibilità del feedback osservazione-decisione 
migliora la razionalità del processo di decisione. 1 La conside-
razione di questo aspetto dinamico e dell'asimmetria esistente 
nel valore dell'attesa (l'incertezza è simmetrica nel senso che 
V può salire o scendere, il valore dell'attesa è asimmetrico in 
quanto se V scende il decisore non esercita l'opzione e la perdita 
netta è inferiormente limitata, ossia è zero). Il campo decisio-
nale sposta l'attenzione dalla domanda "fare o non fare?" alla 
domanda "quando fare?". Ciò costituisce un miglioramento a 
livello interpretativo e a livello decisionale, perché un ulteriore 
aspetto del problema decisionale, prima negletto, viene ora alla 
luce, e sancisce la sua rilevanza attraverso entrambi gli approcci 
visti. 
Il valore dell'opzione è dato da 
{ 
1v2 
F(V) = 4 ' 
V-I, 
per V< 2 
per V 2: 2. 
In Figura 2 si mostra l'effetto di un aumento del parametro a-
che esprime l'incertezza su V e quindi il rischio che il decisore 
corre nell'esercitare l'opzione. Se a- è nullo F(P) = V - I e il 
criterio di decisione appropriato è il Valore Attuale Netto. Al 
crescere dell'incertezza cresce anche il valore dell'attesa e con 
esso il valore dell'opportunità di investimento: attendere fino 
al prossimo istante infatti comporta, come esito peggiore, un 
guadagno nullo (in altri termini la perdita è limitata in quanto 
se l'istante successivo il valore di V è sceso il decisore non ef-
fettua l'investimento), mentre l'esercizio dell'opportunità com-
porta un rischio in linea di principio illimitato. Si comprende 
1 Il concetto di razionalità è molto delicato e viene qui lasciato volu-
tamente indistinto, salvo riprenderlo nella seconda parte del presente la-
voro. Per ora lo si può pensare come coerenza del processo di decisione con 
l'assunto di massimizzazione della ricchezza. 
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come V* aumenti conseguentemente all'aumentare di a. Questo 
è mostrato più precisamente in Figura 3 dove V* è espresso di-
rettamente come funzione di a. 
Dunque il livello critico che giustifica l'esercizio dell'opzione è 
estremamente sensibile alla volatilità del progetto e questo dà 
ragione del fatto che in periodi di grande incertezza gli inve-
stimenti in un settore economico tendano a diminuire. Il de-
cisore è indotto ad attendere tanto più a lungo quanto maggiore 
è l'incertezza e minore la prevedibilità dell'evoluzione stoca-
stica di V. Attendere comporta un costo opportunità relativo 
a flussi mancati, ma investire in periodi di incertezza può voler 
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dire subire perdite consistenti. La stessa figura, assieme alla 
Figura 4, mostra come un aumento di b (mantenendo il tasso 
J-L fisso e facendo variare a) comporta una riduzione del valore 
dell'opportunità e quindi uno stimolo ad un esercizio precoce 
dell'opzione. 
Ciò è dovuto al fatto che, sotto le nostre ipotesi, un aumento di 
b implica un decremento di a cioè una riduzione del tasso atteso 
di incremento del progetto. Ceteris paribus, in presenza di due 
opzioni scritte su attività il cui tasso di incremento a atteso dif-
ferisce, il valore più elevato si riscontra relativamente all'opzione 
la cui attività sottostante promette un incremento maggiore. Di-
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venta cioè più costoso attendere che investire subito. E possibile 
anche adottare il seguente punto di vista: interpretando fJ come 
come tasso di dividendi sul progetto (e quindi fJV rappresenta 
il flusso istantaneo per ogni unità di progetto detenuta), un au-
mento di fJ comporta la rinuncia ad una messe più cospicua di 
flussi positivi e quindi un costo opportunità dell'attesa molto 
alto. Il legame diretto tra fJ e V* può essere visto in Figura 5, 
dove si vede come I (=l) definisca un asintoto orizzontale per 
il grafico della funzione rappresentata. 
Un siffatto risultato è chiaro, date le osservazione fatte; infatti, 
comunque sia il livello di incertezza del progetto, un valore di 
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8 molto grande significa la rinuncia a guadagni molto elevati, 
o, sotto un altro punto di vista, significa che il tasso atteso di 
incremento del valore del progetto è piccolissimo e che quindi il 
valore dell'attesa non è significativo. Si ha allora 
lim F(P) = max [0, V(P)- I]. 
6--++oo 
Ciò significa che per valori molto grandi di 8 il criterio più ap-
propriato per la decisione è nuovamente il Valore Attuale Netto 
(e questo è tanto più vero, ancora una volta, quanto minore è 
o-). Infine, può essere interessante esprimere V* come funzione 
di r, tasso di interesse privo di rischio (supponendo 8 fisso). 
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Si nota come V* cresce al crescere di r e che pertanto il decisore-
detentore dell'opzione ha maggiore stimolo ad attendere. Que-
sto risultato conforta il modello standard della teoria economica 
degli investimenti, ma ne cambia radicalmente il significato. Qui 
la riduzione degli investimenti è dovuta a un accresciuto costo 
del capitale. N el modello or ora studiato avviene invece che 
il valore attuale di un es borso finanziario pari a I effettuato ad 
una generica epoca futura T è I e-rT mentre il valore attuale del 
progetto è ve-c5T. Se r aumenta e {J rimane fisso il valore atteso 
del costo d'investimento diminuisce mentre il valore attuale del 
progetto rimane immutato. Il valore dell'attesa aumenta e così 
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il valore dell'opzione F(P). 2 
2.3 Moto geometrico browniano 
e processo a salti di Poisson 
E possibile estendere il modello nel senso di ipotizzare un 
moto alternativo per V, in particolare un moto geometrico brow-
niano associato a un processo a salti di Poisson. In questo 
senso può avvenire che V subisca, in un dato momento ( aleato-
rio) una riduzione istantanea del proprio valore. Generalmente 
l'ipotesi introdotta serve a rendere ragione del possibile esercizio 
di opzioni analoghe da parte di altre aziende presenti nel set-
tore. Questo apre uno spiraglio alla possibilità di considerare 
l'interazione competitiva nella valutazione delle opportunità di 
investimento. Mi occuperò più approfonditamente di tale esten-
sione concettuale più avanti. È comunque interessante vedere 
fin d'ora come i risultati fin qui ottenuti vengano modificati con 
una ipotesi più generale di evoluzione della variabile V. 
Si supponga che V evolva secondo la legge 
dV= aVdt + aVdz- Vdq 
dove dq rappresenta l'incremento di un processo discontinuo di 
Poisson con tasso di arrivo medio pari a À, e dq e dz sono in-
dipendenti. Si assuma 
dq = { ~ con probabilità .Xdt 
con probabilità l - .Xdt 
dove O ::; cp ::; l. Ciò implica che al moto geometrico browniano 
si sovrappone un processo per il quale, all'interno di ogni in-
tervallo infinitesimo dt, vi è una probabilità .Xdt che V subisca 
2 Se 8 non rimane fisso, allora varia uno a uno con r. In questo caso 
un li vello di r minore riduce /31 e quindi incrementa il fattore /31 / (/31 - l) 
ossia V*. Il risultato è che un decremento di r riduce gli investimenti; ciò 
avviene perché un basso tasso di interesse rende il futuro più importante e 
quindi accresce lo stimolo all'attesa. 
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una repentina svalutazione a (l - cp) volte il suo valore origi-
nario, continuando poi a fluttuare secondo il moto browniano 
fino all' "evento" successivo. Ponendoci dal punto di vista della 
programmazione dinamica, il valore F(V) dell'opzione deve sod-
disfare l'equazione di Bellman 
gdt F(V) = &(dF). (13) 
Sfruttando la versione del Lemma di Ito per processi browniani 
associati a processi poissoniani3 si ricava 
l 
-a2 V 2 F"(V) + aV F'(V)- (e+ .-\)F(V) + .-\F[(l- cp)V] =O. 
2 
(14) 
La soluzione alla (14) presenta la solita forma F(V) = A 1 VP1 
ma ora /31 è la soluzione positiva dell'equazione non lineare 
~a 2 j3 (/3 - l ) + a j3 - (e + À) + À (l - cp) ,a = O. ( 15) 
Il valore di /31 che soddisfi la (15) oltre alla condizione F(O) = O 
deve essere trovato per via numerica. Le condizioni al contorno 
viste conducono ai valori di V* e A 1 , dati, ancora una volta, 
dalle (10) e (11). La Figura 7 mostra come V* varia al variare 
di a e cp. 
L'incertezza è, come già notato, decisiva per il valore di V*, 
che risulta tanto maggiore quanto più alto è il valore di a. Un 
incremento di cp si risolve in un abbassamento della curva V*( a). 
A parità di a infatti, il valore dell'opportunità di investimento 
si riduce in corrispondenza di un aumento di cp, dal momento 
che se un "evento" ha luogo, V subisce una caduta di entità 
maggiore. È naturale quindi che l'investitore sia meno incline 
ad aspettare, giacché aumenta l'impatto su V di un esercizio 
precoce di opzioni analoghe da parte dei concorrenti. 
3 Cfr. Dixit-Pindyck (op.cit.), pp. 85-87, Cox-Miller (1965). 
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N el caso particolare in cui <p = l, /31 è soluzione positiva 
dell'equazione lineare 
l 2 
2u !3(!3- l)+ a/3- (e+>.)= O. (16) 
che si differenzia dalla (8) per la presenza di>. che viene sommato 
al tasso di attualizzazione g. La Tabella l può aiutare a vedere 
l'effetto di una variazione di >. su /31 e quindi sul livello critico 
V*. 
Essa mostra come un aumento, anche lieve, di >.,si rifletta in 
una cospicua riduzione di V*. L'aumentato pericolo di aggres-
sioni competitive induce il decisore a esercitare precocemente la 
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TABELLA l. Descrizione dei valori di /31 , V* e A 1 
in corrispondenza a variazioni di .À (I = l, <p = 1). 
À fh V* A 
o 2.00 2.00 0.250 
0.05 2.70 1.59 0.169 
0.1 3.19 1.46 0.138 
0.2 4.00 1.33 0.105 
0.3 4.65 1.27 0.009 
0.5 5.72 1.21 0.007 
l. O 7.73 1.15 0.005 
propria opzione per trarne il massimo beneficio prima che altri 
possa subentrare e contrastarne gli effetti. 
Tale modello verrà ripreso nell'ultimo Capitolo di questa pri-
ma parte, in quanto più propriamente si inquadra in quel genere 
di opzioni che vengono definite opzioni comuni. 
Riferimenti bibliografici 
La letteratura delle opzioni reali è molto vasta, soprattutto 
per quanto riguarda lo studio di modelli continui. I primi ap-
porti risalgono al recente passato (Myers (1977), Tourinho 
(1979)), ma l'articolo principe che ha dato una svolta allo stu-
dio delle opzioni reali è quello di McDonald e Siegel (1986), 
in cui essi studiano un'opzione di differimento analoga a quella 
qui sopra esposta, la quale risente fortemente dell'impostazione 
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data da Dixit (1992) e Dixit-Pindyck (1994) le cui simulazioni 
numeriche sono state presentate nel dettaglio. Questi ultimi stu-
diano anche il caso visto di moto browniano associato a un moto 
discontinuo di Poisson, precedentemente trattato, in un caso 
particolare, anche da Trigeorgis (1986). Kulatilaka (1984) tratta 
investimenti in automazione avanzata, Azzone e Bertelé ( 1991) 
presentano tecniche per la misurazione dell'efficacia di inve-
stimenti in automazione flessibile. Essi esprimono, tra l'altro, 
l'idea che il valore terminale di un investimento dovrebbe es-
sere valutato come il valore economico degli investimenti aggiun-
tivi che avranno luogo alla fine della durata dell'investimento e 
che sono resi possibili proprio dall'investimento iniziale. Essi 
suggeriscono cioè l'idea di un'opzione di sviluppo, che verrà 
esercitata solo se, alla fine del periodo di investimento, inve-
stimenti addizionali avranno un valore attuale netto positivo. 
Essi rilevano anche la non perfetta analogia con le opzioni, in 
particolare per il fatto che, al contrario di attività finanziarie, il 
prezzo non varia in modo continuo, suggerendo implicitamente 
la necessità di studiare un modello discreto per questi casi. Rel-
ativamente a questo argomento si può leggere il lavoro di Pec-
cati e Tagliani (1995) che presenta l'interessante innovazione 
dell'utilizzo, in un modello discreto, di funzioni di utilità à la 
Von Neumann-Morgenstern e del concetto di certo equivalente, 
discostandosi in tal modo dalla tradizionale impostazione di con-
tingent claims analysis propria della letteratura. In Brennan-
Schwartz (1985) vengono valutate opzioni di investimenti in 
risorse naturali (miniere) in un modello continuo dove l'applica-
zione dell'analogia finanziaria conduce a risultati di tipo nu-
merico o analitico a seconda delle ipotesi di lavoro in cui si 
immerge lo studio dell'opzione. 
Il modello continuo rappresenta un 'estensione limite del caso 
discreto. Trattazioni a livello euristico possono essere trovate 
in tal senso in Dixit-Pindyck (1994) e, per quanto riguarda la 
contingent claims analysis, in Hull (1989), e in Cox, Ross e 
Rubinstein (1979), dove l'equazione di Black-Scholes viene fatta 
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derivare come caso limite della passeggiata aleatoria. 
CAPITOLO 3 
ESTENSIONI DEL MODELLO 
Introduzione 
L'aleatorietà imputata direttamente al valore V del progetto 
nel Capitolo precedente sposa una eccessiva inverosimiglianza: 
in sé, il valore del progetto non può essere osservato. Più reali-
sticamente, la sezione seguente è dedicata allo sviluppo del mo-
dello, dove l'aleatorietà è imputata ad un generico indice di con-
venienza economica dell'investimento, che si suppone esogeno e 
osservabile e che abbia una relazione determinata e quantifica-
bile col valore dell'investimento. Un'ulteriore estensione avviene 
includendo nella descrizione i costi operativi con la possibilità, 
per l'investitore, di sospendere temporaneamente l'investimento 
qualora essi superino i ricavi operativi. 
Viene poi considerato il caso di deprezzamento del valore 
dell'investimento, prima supposto a durata infinita; in partico-
lare si studiano i casi di "decadimento esponenziale" e di "morte 
improvvisa del progetto". 
Infine, una trattazione è svolta relativamente all'ipotesi di 
più indici aleatori di riferimento, per aderire maggiormente alla 
realtà economica in cui molteplici fattori influenzano la dina-
mica del valore dell'investimento. Purtroppo la metodologia 
usata comporta l'insorgere, in questi casi, di equazioni differen-
ziali alle derivate parziali, la cui soluzione può essere complessa 
e comunque ottenuta solo per via numerica. In un partico-
lare caso Dixit e Pindyck trovano una soluzione analitica ricon-
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ducendo l'equazione alle derivate parziali ad un'equazione ordi-
naria. L 'introduzione di una pluralità di fattori rilevanti per la 
scelta proietta un'ombra sinistra sulla (e definisce un limite piut-
tosto rilevante della) metodologia usata, la cui flessibilità si ar-
resta o comunque smarrisce la sua efficacia proprio nel momento 
in cui diventa necessario mostrarne l'effettiva applicazione in 
campo aziendale. È interessante notare come la letteratura sia 
costretta a studiare per lo più modelli in cui un'unica variabile è 
presa in considerazione e che il valore dell'analisi svolta risulta, 
a fini prettamente aziendali, inficiata dalla parzialità della va-
lutazione. 
Degno di nota è anche il fatto che la più parte degli stu-
diosi si concentra su opzioni reali perpetue, cioè di durata in-
finita. Questa non è un'assunzione irrealistica ma non è infre-
quente l'ipotesi di opzioni a scadenza finita (proposta di cessioni 
di aziende, proposta di fusione o incorporazione, contrattazioni 
con fornitori e distributori ecc., oppure situazioni di particolare 
vantaggio dovute ad assenza di regolamentazione che forniscono 
vantaggi prima dell'emanazione di norme legislative). Anche 
in questo caso l'assunzione di durata infi:Q.ita permette di con-
figurare l'equazione di Bellman come un'equazione differenziale 
ordinaria, in cui la derivata parziale rispetto al tempo scom-
pare. Trigeorgis (1986) considera per lo più opzioni a durata 
finita, ed è costretto ad aggiungere una condizione finale rica-
vando la formula di valutazione delle opzioni di Black-Scholes. 
Questi due elementi (pluralità di fattori e durata finita) ven-
gono spesso elusi: è il prezzo che bisogna pagare per ottenere 
una comoda equazione differenziale ordinaria. 
L'equazione differenziale cui conduce ogni analisi svolta coi 
metodi visti costituisce un "collo di bottiglia", attraverso cui è 
difficile far passare tutto ciò che si vuole. Se si ha a che fare con 
un 'equazione ordinaria la risoluzione è agevole, se ci si imbatte in 
equazioni alle derivate parziali essa può divenire estremamente 
complessa. Riprenderò questi ragionamenti nella seconda parte 
del presente lavoro quando mostrerò, per via euristica, un pos-
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sibile modo per evitare questo collo di bottiglia. 
3.1 Aleatorietà del prezzo P 
e assenza di costi operativi 
59 
N el Capitolo precedente, una specifica assunzione di moto 
geometrico browniano faceva riferimento alla variabile V, che 
denota il valore del progetto di investimento. Risulta tuttavia 
un'eccessiva astrazione dalla realtà concentrarsi direttamente 
sul valore del progetto; è più realistico analizzare le determi-
nanti esogene del valore V dell'investimento e osservare la loro 
evoluzione per calcolare conseguentemente il valore del progetto. 
Considerare V come diretta variabile di osservazione impedisce, 
oltre alla perdita di aderenza con la realtà economica, la pos-
sibilità di estendere il modello con la considerazione dei costi 
operativi che un dato investimento comporta. L'introduzione di 
questi infatti nella formalizzazione del problema rende impossi-
bile descrivere il moto di V come un moto geometrico browniano. 
Si prenda dunque una variabile di base ritenuta esplicativa 
del valore di V; si può pensare di osservare la domanda del 
mercato, oppure l'evoluzione del prezzo del bene prodotto, op-
pure il prezzo delle materie prime necessarie per l'attuazione 
del progetto, o un qualche altro indice di convenienza econo-
mica dell'investimento, di cui si conosca il legame con il valore 
V del progetto. Di seguito userò la lettera P per contrassegnare 
tale indice e si conviene, a titolo di esempio, che essa indichi il 
prezzo dell'output derivante dall'investimento. Si suppone che 
tale output sia pari a un 'unità per anno e si trascura, per il mo-
mento, l'esistenza di costi operativi. Il decisore che affronta il 
problema di scelta osserva, istante dopo istante, la variabile P 
cui viene fatto seguire per ipotesi il moto geometrico browninano 
dP = aPdt + uPdz. 
Il problema verrà affrontato esclusivamente dal punto di vista 
della programmazione dinamica, con l 'intesa che i medesimi 
60 ESTENSIONI DEL MODELLO 
risultati possono essere ottenuti con la contingent claims analy-
SIS. 
Il valore del progetto V(P) è dato dal flusso perpetuo Pdt e 
può essere espresso, nell'ottica in cui ci siamo posti, come somma 
del profitto dell'intervallo (t, t+ dt) e il valore di proseguimento 
(scontato) oltre t + d t: 
l 
V(P) = Pdt + f [V(P + dP)J. 
1 + edt 
Sfruttando il Lemma di Ito, dividendo per dt e prendendo il 
limite per dt ---+ O, è agevole ottenere 
l 
-u2 P 2 V"(P) + aPV'(P)- eV(P) +P= O. 
2 
L'equazione ha soluzione generale 
p 
B1plh + B2P 132 + --. 
e-a 
Si può vedere che le costanti B 1 e B 2 devono essere nulle per 
rispettare la condizione V(O) = O e per evitare quelle che Dixit 
e Pindick (op. cit.) definiscono "bolle speculative". Ciò che 
dunque rimane è la componente fondamentale del valore del 
progetto, che altri non è che il valore attuale atteso dell'infinito 
flusso di entrate Pt quando il livello iniziale è P. Infatti &(Pt) = 
Peat e quindi 
p 
b 
dove, si deve assumere e > a, pena un'assurdità economica. 
Calcolato il valore del progetto si passa alla valutazione del-
l'opportunità o opzione di investimento. Il valore F, che si 
suppone direttamente legato alla variabile P, deve soddisfare 
l'equazione di Bellman, o in altri termini, 
{ 
V(P)-I 
F(P) = 1 l+edt &(F(P + dP)) 
se P 2:: P* 
se P< P* 
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dove P* rapresenta il livello critico di P che giustifica l'esercizio 
dell'opzione reale. Pertanto, se P < P*, l'espansione con il 
Lemma di Ito conduce alla familiare 
l 
-a2 P 2 F" (P)+ aP F' (P)- gF(P) = O. (l) 
2 
Le condizioni al contorno sono 
F(O) =O 
( * * P* F P ) = V(P ) -I = --I 
b 
F' (P*) = V' (P*). 
Dalle (2)-( 4) si ricavano il valore dell'opzione 
dove /31 è soluzione positiva dell'equazione quadratica 
l 2 -(]" /3(/3- l)+ a/3- e= O, 
2 
e i valori di A 1 e P*. Quest'ultimo è pari a 
o anche 
/31 p*= ---bi 
/31 -l 
P* f3 
V* := V(P*) = - = 1 
b /31 - l 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
( 5-bis) 
Osservazioni analoghe a quelle del Capitolo precedente possono 
essere fatte in relazione al livello critico P* (e quindi al livello 
critico V*) e in confronto all'utilizzo del criterio del Valore At-
tuale N etto. 
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3.2 Presenza di costi operativi 
E interessante vedere ora cosa succede se si considerano, nella 
formalizzazione del problema, anche i costi operativi, ciò che ci 
avvicina sempre più a un modello che descriva compiutamente 
le determinanti del problema reale. 
Si supponga che la realizzazione del progetto d'investimento 
comporti un flusso negativo pari a C di costi operativi e che 
l'azienda possa sospendere temporaneamente la produzione, 
senza incorrere in alcuna spesa ulteriore, se il prezzo scende 
al di sotto del livello del costo operativo, e possa analogamente 
riprendere la produzione in assenza di alcun investimento ag-
giuntivo1. Ad ogni istante il flusso di profitto scaturente dall'at-
tuazione dell'investimento è dato da 
1r(P) = max [P- C, O] (6) 
Ragionando in termini di analogia finanziaria il problema può 
essere visto come quello di valutare un'opzione composta, più 
precisamente un'opzione call americana "scritta" su un progetto 
d'investimento, che a sua volta dà, a colui che lo detiene, un 
insieme infinito di opzioni europee esercitabili ad ogni istante 
mediante il sostenimento del costo C a fronte del valore P. In-
vece di valutare ciascuna di queste infinite opzioni singolarmente 
per poi raggrupparle attraverso lo strumento dell'integrazione 
rispetto a t (cfr. McDonald-Siegel (1985)) riporterò il modello 
più agevole e intuitivo di Pindyck (1988) in cui il valore V(P) 
del progetto è visto come una singola opzione che dipende da 
P. 
Si crea un portafoglio costituito da un'unità del progetto, di 
valore V(P), e di una posizione short di n = V'(P) unità di 
output del progetto. Tale portafoglio è senza rischio e impo-
nendo che il suo rendimento sia dato dal tasso di interesse r per 
attività prive di rischio si ricava l'equazione 
l 
-u 2 P 2 V" (P) + (r - h)PV' (P) - r V(P) + 1r(P) = O. (7) 
2 
1 Queste ipotesi di comodo verranno rimosse nei prossimi capitoli. 
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Se P < C si ha 1r(P) = O e quindi la soluzione della (7) è data 
da 
se P ~ C si ha 1r(P) = P- C e la soluzione generale della (7) 
è data 
Si osservi che deve essere 1{2 = O. Infatti, essendo /32 < O, 
quando il valore del prezzo si riduce avvicinandosi a zero, il va-
lore V(P) tende ad infinito. Questa è un'assurdità da un punto 
di vista economico. Dunque, per P < C si ha V(P) = J(1 pl3t. 
Perché mai il progetto non ha valore nullo dal momento che la 
produzione è nulla e quindi i flussi finanziari sono nulli? La 
risposta sta nella natura di V(P): esso non esprime semplice-
mente un insieme di flussi finanziari ma anche un'opzione vale-
vole per i periodi successivi. Quando P< C l'azienda sospende 
la produzione ma conserva l'opportunità di produrre in seguito, 
una volta che P dovesse aumentare a livelli superiori a C. I< 1 p/31 
è appunto il valore di questa opportunità. 
Se P > C il valore del progetto è costituito dalla somma 
di quattro addendi. Di questi, gli ultimi due rappresentano il 
valore attuale atteso dei flussi di profitto, i primi due espri-
mono il valore addizionale dovuto alla possibilità di sospendere 
l'investimento quando P < C per poi ripristinarlo se P, flut-
tuando stocasticamente, assume nuovamente un valore tale che 
P> C. Se P diventa molto grande l'opzione deve valere sempre 
meno perché è sempre meno probabile che l'opzione di sospen-
sione sia utilizzata, se non a lunghissimo termine: i primi ad-
dendi dovrebbero allora tendere a zero al divergere di P. Ma 
questo è possibile solo se B 1 = O, essendo /31 > O. 
In conclusione: 
se P< C 
se P> C. 
(8) 
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Si può dimostrare che la funzione V(P) è di classe C 1 nel suo 
dominio2 e quindi 
lim V(P) = V(C) 
P-+C 
lim V'(P) = V'(C). 
P-+C 
Risulta agevole pertanto il calcolo di /{1 e B 2 dalle seguenti 
equazioni: 
Si può dimostrare che entrambe le costanti sono positive. 
Il modello ora visto può essere riproposto anche utilizzando la 
programmazione dinamica, come più volte affermato, giungendo 
ad analoghi risultati. N ella seconda parte del presente lavoro 
verrà effettuata una scelta definitiva tra le due strumentazioni 
sulla base di precise considerazioni formali e interpretative. 
3.3 Il valore dell'opzione ad investire 
Giunti a questo punto non è difficile procedere come nel Capi-
tolo precedente e, ripercorrendo gli stessi passi, trovare il valore 
F(P) dell'opzione ad investire: 
Poiché deve essere F(O) = O, allora A 2 = O. Il livello soglia 
P* che giustifica l'esercizio dell'opzione è dato dall'applicazione 
delle condizioni di tangenza 
F(P*) = V(P*)- I (9) 
2 Cfr. Dixit (1993). 
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F' (P*) = V' (P*) (lO) 
dove, evidentemente, 
( *) * f3 p* c V P = B 2(P ) 2 +----I 
{J r 
(se P < C non ha senso esercitare l'opzione e quindi è ovvio 
che, per definizione di livello critico, si ha P* > C). 
La (9) e la (lO) possono essere risolte per A 1 e P*. Quest'ulti-
mo è dato dalla soluzione dell'equazione non lineare 
* f3 p* c 
(/31- !12)B2(P ) 2 + (/31 - 1)-- /31(- +I)= O (11) 
{J r 
che viene risolta numericamente. Anche in questo caso, si ha 
V (P*) > I cosicché il valore attuale netto (atteso) del progetto 
deve avere un valore al di sopra dello zero, mentre il criterio del 
VAN suggerirebbe, come livello critico, proprio il valore zero. 
Una raffigurazio~e del livello critico P* è data dalla Figura l 
in cui si si è posto I = 100, r = {J = 0.04, a- = 0.2. 
In Figura 2 viene mostrato l'effetto su F(P), V(P)-I e P* di 
un aumento di a-. In tal caso sia V(P) che F(P) aumentano, e 
in particolare l 'ultimo cresce più del primo. Conseguentemente 
P* cresce e quindi un'accresciuta incertezza tende a deprimere 
gli investimenti aumentando il valore dell'attesa. L'impatto di 
un incremento di {J su P* è invece raffigurato in Figura 3, dove 
l'incremento di P* scaturisce da due effetti contrastanti: poiché 
un incremento di {J indica una diminuzione di a, tasso atteso 
di incremento di P e questo a sua volta implica che le opzioni 
sulla futura produzione valgono di meno, V(P) diminuisce. Ma 
anche il costo opportunità dell'attesa cresce (il tasso atteso di 
crescita in F(P) è più basso) così che il decisore è indotto ad 
investire prima. Quest'ultimo effetto è dominato dal primo e ciò 
comporta un valore di P* maggiore. 
Questo risultato non contrasta con quello visto nel Capitolo 
precedente, per il quale V* diminuisce in corrispondenza di un 
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incremento di fJ. Infatti, in questo caso, mentre P* cresce, il 
corrispondente valore V(P*) decresce (vedi Figura 4). 
3.4 Deprezzamento e durata limitata 
di un progetto di investimento 
Fino ad ora si è supposto che l'investimento abbia durata 
infinita, ma non sempre questa è l'assunzione più realistica. 
Con il termine deprezzamento intendo dare spiegazione a quel 
fenomeno per il quale i benefici derivanti dall'attuazione dell'in-
vestimento tendono a diminuire col tempo o a cessare improvvi-
samente. Trattando di investimenti industriali, e, in particolare, 
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di investimenti strategici, il termine deprezzamento può indicare 
un processo di decadimento fisico o di obsolescenza economica, 
nel caso l'investimento consista in macchinari industriali o edi-
fici o altro soggetto a deperimento fisico o a svalutazione econo-
mica; oppure può indicare, ad esempio, una graduale riduzione 
nel grado di fedeltà della clientela se l'investimento consiste in 
una campagna promozionale (al termine della campagna i cli-
enti tendono a dimenticare il messaggio col passare del tempo, 
se un ulteriore investimento in marketing non viene intrapreso); 
nel caso di un investimento strategico di ingresso in un nuovo 
mercato estero attraverso agenti di rappresentanza il deprezza-
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mento potrebbe consistere nella modificazione della struttura 
distributiva del mercato che indurrebbe, pena la perdita di con-
tatto con i clienti potenziali, a una modificazione della strategia 
di esportazione (ad esempio, installazione di una filiale commer-
ciale). 
Di seguito tratterò solo due esempi di deprezzamento, riman-
dando alla Bibliografia per il lettore interessato. 
Si supponga che la vita del progetto sia aleatoria e segua un 
processo poissoniano. Ad ogni istante T, esiste la probabilità 
ÀdT che il progetto rimanga in vita nel prossimo intervallo dT. 
Si tratta dunque di un processo di decadimento esponenziale, e, 
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dal punto di vista iniziale, la probabilità che il progetto "muoia" 
prima di T è data da l - e ->.T. Questa è la funzione di ri-
partizione della variabile aleatoria "vita del progetto", la cui 
corrispondente densità è data dalla sua derivata Àe->.T. Per 
semplicità verranno trascurati i costi operativi e si assumerà la 
produzione di un flusso unitario di output durante la vita del 
progetto. Si supponga altresì che il prezzo segua il solito moto 
geometrico browniano a partire dal livello P 
dP = a.Pdt + aPdz. 
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Il calcolo del valore attuale (atteso) del progetto è dato da 
V(P) = 1"" Àe-ÀT II dT 
o 
dove con II si è indicato il valore attuale (atteso) dei flussi di 
entrata nell'ipotesi che la vita del progetto sia esattamente T. 
Dunque 
II è un valore atteso dove la speranza matematica è presa rispet-
to alla variabile P. V(P) è un valore atteso, che incorpora II, 
con speranza matematica presa rispetto alla variabile aleatoria 
T. Pertanto 
ÀP (l l ) P 
V(P) = T ~ - À + b = À + b (12) 
dove b := e-a. L'effetto del decadimento esponenziale è dunque 
analogo a quello relativo a un incremento del tasso di attualiz-
zazione pari a À. 
La ( 12) può essere vista anche nel seguente modo: il progetto 
ha durata infinita, ma l'output che ne deriva diminuisce man 
mano che l'investimento ha corso, e il flusso di output prodotto 
al tempo t è pari a e->.t. À rappresenta allora il tasso di decadi-
mento dell'output. Essendo Pt il prezzo vigente all'epoca t e {! 
il tasso di interesse scelto, il valore attuale (atteso) del progetto 
è 
Alternativamente si può pensare che il progetto richieda un 
flusso crescente di investimenti addizionali per garantire il mede-
simo output e ciò riduca a Pe->.t il flusso di profitto relativo al 
tempo t. 
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Ai fini della valutazione dell'opportunità di investimento si 
può costruire un portafoglio privo di rischio o adottare una 
prospettiva di programmazione dinamica. In entrambi i casi 
il valore dell'opzione ha la solita forma 
F(P) = Atpfh 
e il livello-soglia P* è dato da 
P* = f3t (6 +>..)I. 
f3t -l 
(13) 
Esso presenta, rispetto al caso di durata infinita del progetto, 
il termine addizionale >.., che fa incrementare il valore di P*. 
L'investitore cioè sarà indotto ad investire solo a fronte di un 
livello del prezzo maggiore, dal momento che egli dovrà recu-
perare il costo sostenuto I in un arco di tempo minore. 
Nel caso in cui la vita finita del progetto sia prevedibile a 
priori e che la "morte" avvenga all'epoca T è agevole ricavare 
la regola di decisione. Il progetto produce un'unità di output, 
e quindi il flusso di profitto Pt, prima di fermarsi improvvisa-
mente, all'epoca T. Il valore attuale (atteso) del progetto è 
pertanto 
1
T l -6T 
V (P) = E e- et Pt d t = P - e 
o 6 
6 := 12- a. 
Il valore dell'opzione è ancora una volta 
F(P) = Atpfh 
ma ora il livello critico risulta essere 
f3t b 
p*= --- -"TI. /31 - l l- e u 
(14) 
È interessante notare come il caso del progetto a durata infinita 
si ottenga prendendo il limite nella (14) per T che tende a in-
finito. 
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3.5 Pluralità di parametri di osservazione 
Il problema consistente nella scelta se attuare o meno un 
investimento e in quale momento intraprenderlo comporta valu-
tazioni di vario genere che consentano una descrizione accurata 
dei fenomeni coinvolti e delle conseguenze delle possibili azioni. 
Fino ad ora la decisione di investimento è stata legata ad un 
unico parametro di convenienza economica, il quale possedesse 
la caratteristica di influenzare direttamente il valore del pro-
getto. Nella realtà dei fatti, una pluralità di fattori interven-
gono come variabili rilevanti per il valore di un investimento, 
e ciò è tanto più vero quanto maggiore è il carattere strate-
gico dell'investimento. La letteratura è piuttosto carente in 
questo senso, in quanto precipua attenzione è stata rivolta ai 
casi in cui un unico parametro è considerato rilevante ai fini 
della scelta. N o n credo che il motivo risieda nel fatto che i mate-
matici applicati trascurino l'evidente pluralità di determinanti 
in un processo decisionale come un investimento industriale o 
strategico, ma piuttosto in una difficoltà formale intrinseca al 
modello scelto per l'analisi, che impedisce di ottenere risultati 
analitici interessanti in modo agevole. Risulta inevitabile il ri-
corso a metodi numerici atti a risolvere equazioni differenziali 
alle derivate parziali, la cui la complessità può essere davvero 
disarmante. Quest'ultima ostei-vazione può essere compresa at-
traverso un piccolo esempio, tratto da Dixit-Pindyck (1994), nel 
quale sia il prezzo P sia il costo I seguono un moto geometrico 
browniano, in particolare 
dP = apPdt + apPdzp 
dove 
[ [dz~] = dt [ [dzpdz1 ] = vdt. 
Il valore del progetto è dato da 
p p 
V(P) = ----.-
P,p - O'.p 
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dove f.-L p è il tasso di rendimento atteso dal mercato per il prezzo 
P. Dixit e Pindyck assumono l'ottica finanziaria e suppon-
gono di costruire un portafoglio privo di rischio costituito da 
un'unità dell'opzione, di valore F(P, I), e di posizioni short su 
due attività che replicano il rischio sia nel prezzo sia nel costo 
dell'investimento. Tali attività, denominate per semplicità "out-
put" e "capitale", hanno prezzi pari a P e I rispettivamente. La 
posizione short consiste di m = Fp unità di output e n = FI 
unità di capitale. Imponendo che il rendimento del portafoglio 
così costruito sia pari al tasso di interesse privo di rischio r, s1 
ricava la seguente equazione differenziale: 
~(a~P2 Fpp + 2vapaiPIFpi + a;I2 FII) 
2 
+ (r- 6p)PFp + (r- 6I)IFI- rF =O. (15) 
Si tratta di un'equazione alle derivate parziali e si applica nella 
regione di spazio (P, I) in cui è ottimale detenere l'opzione. In 
quella regione nella quale è invece ottimale esercitare l'opzione 
si ha 
p 
F(P,I) = V(P)- I=-- I. 
6p 
(16) 
Per trovare la regione di spazio critica ossia l'insieme delle cop-
pie (P, I) che giustificano l'esercizio dell'opzione è necessario 
applicare le condizioni al contorno: la (16) altro non è che la fa-
miliare condizione di continuità di F(P, I) detta value-matching; 
la condizione di tangenza (smooth-pasting) si scinde nelle due 
equazioni 
l l 
Fp(P,I) =V (P)=-
6p 
FI(P, I) = -l. (17) 
Le (15)-(17) forniscono il valore di F(P, I) e l'insieme delle 
coppie (P, I) che costituiscono la frontiera tra la regione di at-
tesa e la regione di investimento. Il fatto che tale frontiera sia 
incognita ed endogena al problema rende ancor più complessa la 
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risoluzione dell'equazione di cui sopra. Nel caso le variabili con-
siderate aumentino di numero il problema diventa sempre più 
complesso, soluzioni analitiche sono rare o inesistenti ed è neces-
sario ricorrere a metodi numerici studiati ad hoc per il problema 
per ottenere una soluzione particolare. In questo caso partico-
lare Dixit e Pindyck riescono a risolvere il problema riconducen-
dolo a un problema ad una variabile. Basta osservare che se P 
e I raddoppiano, anche il valore del progetto raddoppia. La 
decisione allora di pende dal rapporto p : = P l I (vedi Figura 5). 
Conseguentemente il valore dell'opzione deve essere omogeneo 
di grado l in (P, I) sì che 
p 
F(P,I) =I!(-)= I f(p). 
I 
Riformalizzando il problema nei termini di f(p) si ricava 
un'equazione ordinaria in f(p) e, da essa, il valore critico3 
P* * fJ1 
-=p = 8p. 
I* {31 - l 
Dunque la regione di frontiera è una retta passante per l'origine 
nello spazio delle coppie (P, I), P, I > O, il cui coefficiente an-
golare è dato dal noto fattore moltiplicativo {31 l ({31 - l). 
Riferimenti bibliografici 
L'idea di sospensione temporanea e riattivazione del progetto 
porta con sé l'idea di un insieme infinito di opzioni. Si può 
vedere a tal proposito l'articolo di McDonald e Siegel (1985), 
ma l'esposizione presentata si basa su Pindyck (1988) e Dixit-
Pindyck (1994). A questi ultimi è riferita anche la parte relativa 
al deprezzamento e alla pluralità di indici aleatori. In Brennan-
Schwartz ( 1985) viene presentato un modello con incertezza nel 
prezzo del prodotto (output di una miniera) e nella variazione 
3 Per i dettagli si rimanda direttamente al testo di Dixit e Pindyck. 
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delle scorte fisiche della miniera (incertezza di tipo indiretto, in 
quanto esse vengono fatte dipendere dalla quantità di output 
prodotta, che è, tra gli altri, funzione del prezzo). Essi otten-
gono un'equazione differenziale alle derivate parziali (derivata 
rispetto al prezzo, rispetto alla quantità delle scorte, rispetto al 
tempo) che può dare soluzioni numeriche. Assumendo la quan-
tità di scorte fisiche infinita essi si ritrovano con un'equazione 
differenziale ordinaria risolubile analiticamente. 

CAPITOLO 4 
OPZIONI DI DIFFERIMENTO, SOSPENSIONE, 
RIATTIVAZIONE, ABBANDONO 
Introduzione 
Il modello studiato nelle sezioni precedenti viene esteso in-
troducendo nuovi tipi di opzione, in particolare all'opzione di 
differimento si aggiungono opzioni di sospensione temporanea 
del progetto, di riattivazione, di abbandono definitivo. Ciò 
suggerisce l'analogia con le opzioni composte, in cui l'esercizio 
di una di esse dà diritto ad una nuova opzione. N el presente 
caso, ciascuna opzione incorpora l'altra, così mi è parso natu-
rale definirle opzioni autoreferenti, in quanto si richiamano l'un 
l'altra. Si ottengono soluzioni numeriche, di cui si valuta la sen-
sitività alle variazioni dei parametri coinvolti nel modello. In 
particolare, i costi sostenuti per mantenere il progetto in sospen-
sione e per riattivarlo nel sono determinanti nello stabilire se 
lo stato di sospensione temporanea sia un'opzione praticabile. 
Per valori elevati dei suddetti costi le opzioni di sospensione 
e riattivazione scompaiono rimanendo attive solo le opzioni di 
investimento e abbandono. 
4.1 Opzioni di investimento e abbandono 
Si supponga che un'azienda abbia l'opportunità di intrapren-
dere un progetto di investimento in qualsiasi momento lo deside-
ri (opzione perpetua), che il progetto abbia durata infinita e che, 
oltre a ciò, sia ad essa lasciata la possibilità di abbandonare 
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l'investimento a fronte del sostenimento di un costo E. A titolo 
di esempio, quest'ultimo potrebbe rappresentare i trattamenti 
di fine rapporto, se l'abbandono comporta il licenziamento di 
personale dipendente, oppure indicare l'obbligo di riattare un 
terreno se l'investimento consiste nello sfruttamento agricolo o 
minerario di una determinata zona geografica, o ancora espri-
mere un costo opportunità (la perdita di incentivi agli investi-
menti corrisposti ad aziende che operano in aree depresse ecc.). 
Il costo E potrebbe anche essere negativo: si possono citare i casi 
di cessione di macchinari o immobili o scorte, di cui l 'investitore 
percepisce i valori residui (positivi). Denotando sempre con I 
il costo dell'investimento, deve ovviamente essere I+ E > O, 
per evitare una situazione che potremmo definire di arbitrag-
gio reale, la quale indurrebbe il detentore delle due opzioni di 
investimento e di abbandono ad investire e a disinvestire in con-
tinuazione procurandosi un arricchimento continuo. Per il mo-
mento si esclude la possibilità di una sospensione temporanea 
nel progetto, la quale verrà affrontata più avanti, come naturale 
estensione del modello. 
--Si supponga che il prezzo (o, più in generale, un qualsiasi 
indicatore di convenienza economica dell'investimento) segua, 
come sempre, un moto geometrico browniano 
dP = aPdt + a-Pdz 
e che l'esborso I permetta l'attuazione istantanea dell'investi-
mento. Quest'ultimo garantisce la produzione di un'unità di 
output per periodo al prezzo P. Siano C i costi operativi, noti e 
costanti. Si chiamino inoltre V0 (P) e V1 (P) i valori dell'opzione 
ad investire e dell'opzione ad abbandonare il progetto rispettiva-
mente. V0 (P) presuppone un comportamento passivo da parte 
dell'agente decisionale, V1 (P) presuppone al contrario che egli 
abbia investito nel progetto. 
L'intuizione può suggerirei il comportamento del nostro de-
cisore. Egli attenderà, come è ormai assodato, che il livello del 
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prezzo salga fino ad una soglia PH (H =high) tale da giustifi-
care l'esercizio dell'opzione reale, secondo la strategia ottima 
descritta nei Capitoli precedenti; manterrà quindi in vita il pro-
getto fintanto che il prezzo P sia remunerativo. Ciò non vuoi 
dire che appena P< C l'azienda che ha investito abbandonerà il 
progetto, giacché vi è sempre la possiblità che in futuro il prezzo 
possa risollevarsi al di sopra della soglia C. Abbandonare il pro-
getto significherebbe privarsi della opportunità di conseguire in 
futuro cospicui guadagni. I livelli PH e PL (L=low) che giu-
stificano l'esercizio delle opzioni di investimento e di abbandono 
saranno presumibilmente tali che PL < C < PH. Vediamo 
come tali intuizioni sono confermate dall'applicazione del mo-
dello visto finora. 
Per quanto visto l'indice O indica per il decisore uno stato 
passivo, di attesa e osservazione della variabile di riferimento, 
if numero l indica lo stato attivo per il decisore. Sarà d'ora 
in poi sottinteso che l'ottica di formalizzazione del problema 
è quella della programmazione dinamica. Quando il prezzo si 
trova all'interno dell'intervallo (O, PH) l'azienda valuta ottima 
la- strategia di attesa per osservare un eventuale incremento del 
prezzo. Quando P > PH essa investe nel progetto. Con i metodi 
e i ragionamenti ormai familiari studiati in precedenza si trova 
il valore dell'opzione ad investire 
dove 
!31 
l 
2 
(g- 8) ---+ 
(]'2 
(l) 
Nello stesso momento in cui l'azienda perde l'opzione di investi-
mento, esercitandola, acquista l'opzione all'abbandono del pro-
getto. Più precisamente, l'azienda, a progetto avviato, riceve 
dal progetto il flusso di cassa (P - C) dt nell'intervallo dt e 
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l'opportunità di cessare l'investimento. Nella regione (PL, oo) 
si ha dunque 
l 
V1 (P)=(P-C)dt+ f(Vi(P+dP)) 
l+ gdt 
da cui, sfruttando il Lemma di Ito, semplificando e prendendo 
il limite per dt ----1- O, si ricava 
La soluzione generale della (2) è 
(3) 
L'interpretazione della (3) è suggestiva: gli ultimi due termini 
rappresentano il valore attuale (atteso) dei flussi derivanti dal-
l'investimento, ossia 
p C 1= -et - - - = f (Pt - C)e dt, 
b g o 
i primi due addendi esprimono invece il valore dell'opzione al-
l'abbandono che l'attuazione del progetto porta con sé. Poiché 
in corrispondenza di livelli molto elevati di P il valore di tale 
opzione risulta ovviamente molto basso, la somma B 1 Pih + 
B 2 Pf32 deve tendere a zero al divergere di P, ed essendo 
/31 > O e /32 < O ciò è possibile se e solo se B 1 = O. Pertanto, 
nell'intervallo P E (PL, oo) si ha 
(4) 
Per ricavare i valori di A 1 , B 2 , PL, PH si impongono le seguenti 
condizioni di continuità: 
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Vo(PH) = V1(PH)- I 
Vi (PL) = VQ(PL)- E 
V~(PH) = v;(PH) 
V1'(PL) = V~(PL)· 
La prima deriva dal fatto che quando P = PH il decisore cede il 
valore Va (PH) per acquistare il valore V1 (PH) ad un prezzo di I. 
La terza rappresenta la cessione del valore vl ( PL) per percepire 
il valore V0 (PL) ad un prezzo pari ad E. Investendo, l'azienda 
viene in possesso sia dell'opzione all'abbandono sia del flusso 
perpetuo (P - C)dt ad ogni intervallo dt; disinvestendo essa 
viene nuovamente in possesso di un opzione ad investire. La sec-
onda e la quarta sono espressione della nota condizione smooth-
pasting o di tangenza. Si perviene in tal modo al seguente si-
stema di quattro equazioni in quattro incognite: 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
La soluzione di questo sistema non può essere ottenuta per via 
analitica, ma si può dimostrare che essa esiste ed è unica, e tale 
che 
e 
Le Figure 1-4, derivanti da simulazioni numeriche, mostrano le 
relazioni esistenti fra le diverse variabili del problema in essere. 
I dati su cui si basano le simulazioni sono i seguenti: 
I= 20 
a= 0.02 
E= 2 
b = J-L - a = 0.04 
c= 0.8 
r = 0.04 
J-L = 0.06 
(J = 0.2. 
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FIGURA l 
In Figura l PH e PL sono descritti come funzione di (J". 
Da essa si evince come un aumento dell'incertezza produca 
un allargamento della zona di inattività (PL, PH ). Se, infatti, 
(J" aumenta, un'azienda aspetterà più a lungo prima di investire 
nel progetto, timorosa di rovesci futuri nel livello della variabile 
di riferimento. Analogamente, se il progetto è in corso, essa 
presenta una maggiore renitenza all'abbandono grazie alla pos-
sibilità di miglioramenti futuri, suggeriti dall'elevato valore di 
(J". 
Le figure 2 e 3 mostrano come PL ePH variano al variare dei 
costi operativi C e di abbandono E rispettivamente. Nel primo 
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FIGURA 2 
caso PH aumenta in corrispondenza di un incremento di C. Il 
motivo è dovuto al fatto che, essendo i costi operativi maggiori e 
quindi il profitto per periodo minore, il valore attuale (atteso) è 
inferiore; sarà necessario allora un livello di prezzo maggiore per 
indurre l'azienda ad investire. Anche PL aumenta, esprimendo 
il fatto che un valore di C maggiore implica un dispendio di 
costi maggiore se l 'investimento continua ad essere attuato, sug-
gerendo in tal modo un precoce ab bandono del progetto. Un a 
variazione di E agisce su PH nuovamente in senso crescente, 
giacché il valore di un progetto attivo, che comprende l'opzione 
all'abbandono, sarà in tal caso minore dati i maggiori costi di 
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15 
esercizio dell'opzione stessa. Il valore dell'attesa risulterà supe-
riore per un valore superiore di E e il decisore attenderà che il 
prezzo salga ad un livello superiore. PL al contrario si muove 
in senso decrescente rispetto a E e ciò è altrettanto naturale: 
se uscire dal progetto comporta costi maggiori l'investitore at-
tenderà più a lungo prima di incorrere in questo esborso, eserci-
tando l'opzione di abbandono quando è più sicuro che il livello 
del prezzo ben difficilmente risorgerà a valori soddisfacenti per 
la convenienza dell'investimento. 
Interessante risulta la raffigurazione delle funzioni V0 (P) e 
V1 (P) in Figura 4. Si tratta di funzioni crescenti e convesse, 
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ma ciò che balza alla vista è che nei punti di ascissa P == PL e 
P == PH vi è un salto tra le due. 
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FIGURA 4 
Si consideri, al proposito, V0 (P), il valore dell'opzione all'in-
vestimento. Nel punto di ascissa P == PH il valore di V0 (P) 
risulta inferiore a quello di VI (P). Quest'ultimo infatti è il va-
lore del progetto di un'azienda già attiva. N el momento in cui 
investe, l'azienda percepisce il valore VI (P) ma cede il valore 
I per l'attuazione dell'investimento. La differenza VI (PH) -
V0 (PH) esprime questa situazione e il suo valore è proprio I. 
Analogamente, nel punto di ascissa P== PL la funzione Va(P) si 
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trova al di sopra della corrispondente V1 (P). In P = PL infatti il 
decisore esercita l'opzione di abbandono pagando E e ricevendo 
Vo(P). Pertanto Vo(PL)- V1 (PL) =E. 
4.2 Sospensione e riattivazione 
Di seguito viene presentata un'estensione del modello finora 
visto, in cui il decisore affronta un problema di decisione in cui 
sono coinvolte più opzioni di comportamento, in particolare oltre 
alle opzioni di differimento per l'investimento del progetto e di 
ab bandono dello stesso si aggiungono le opzioni di sospensione 
temporanea e di riattivazione del progetto. L'esistenza di queste 
opzioni riflette la realtà economica ed esse sono molto diffuse ed 
implicite al carattere operativo di un agente economico. Data 
l9- ~possibilità di decidere il momento in cui investire, vi sono 
casi in cui l'investitore può decidere di sospendere l'attuazione 
dell'investimento a causa di un eccessivo decremento del valore 
di P che non gara~tisce più un adeguata remunerazione. La 
sospensione temporanea può essere scelta in alternativa all'ab-
oandono perché, ad esempio, il costo di riattivazione R del pro-
getto, una volta che P abbia assunto nuovamente livelli sod-
disfacenti, è inferiore al costo I di un nuovo investimento par-
tendo da zero. La sospensione temporanea del progetto può 
comportare un costo di mantenimento M (che, se si tratta di 
una macchina, potrebbe essere il costo di manutenzione) da 
presumere ovviamente inferiore al costo operativo C. Casi di 
sospensione temporanea sono dati da miniere di rame, carbone 
ecc. il cui sfruttamento viene sospeso per eccessivo ribasso del 
prezzo sul mercato (i costi di mantenimento M potrebbero es-
sere rappresentati dalla corresponsione agli operai delle somme 
relative alla cassa integrazione nonché dalla manutenzione dei 
macchinari), oppure navi poste in cantiere o casi di sospensione 
provvisoria della produzione di una linea di prodotti all'interno 
di un'azienda o dell'esportazione di prodotti ecc. La sospensione 
temporanea può inoltre comportare un costo irreversibile che 
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verrà denotato da E M (ad esempio licenziamento di operai). 1 
N el caso in cui la variabile di riferimento P dovesse ulterior-
mente scendere, il decisore può decidere di abbandonare defini-
tivamente il progetto sostenendo il costo Es (potenzialmente 
negativo, se corrisponde alla cessione di un 'attività o di un im-
mobile), se viceversa si ha, nel corso del tempo, una nuova im-
pennata del prezzo egli può essere indotto a riattivare nuova-
mente il progetto con l'eventuale sostenimento di un costo di 
riattivazione R che permette di percepire nuovamente il flusso 
P per periodo a fronte dell'esborso di C. Pertanto, dato il solito 
moto geometrico browniano per P, quando esso dovesse rag-
giungere la soglia PH il decisore eserciterebbe l'opzione reale. 
Se il prezzo scende successivamente al livello PM ritenuto non 
remunerativo (intuitivamente, dovrà essere PM < C) il nostro 
agente economico adotta la strategia di sospensione del progetto. 
Un nuovo incremento di P fino al valore soglia PR lo indurrà 
a riprendere l'investimento sospeso mentre un suo decremento 
ad un valore Ps (S=scrapping), tale che non giustifichi più 
l'esborso periodico della somma M di mantenimento, porterà ad 
H-R totale abbandono del progetto in corso. Poiché si è assunto 
che il costo di riattivazione sia inferiore al costo di investimento 
ex novo, è naturale attendersi PR < PH. 
In base ai ragionamenti svolti, si tratta di calcolare il valore 
di un'opzione composta: l'esercizio della prima opzione com-
porta il pagamento della somma I al fine di ricevere il valore 
del progetto, il quale è comprensivo di flussi finanziari ma che 
a sua volta incorpora un'opzione alla sospensione temporanea. 
L'esercizio dell'opzione di sospensione ad un prezzo di EM com-
porta il percepimento di due opzioni, un'opzione all'abbandono 
e un'opzione alla riattivazione. Quest'ultima, se esercitata, ri-
porta all'investitore un progetto-opzione e così via. Si tratta di 
quella che a me piace definire opzione autoreferente, in cui cia-
scuna richiama indirettamente se stessa (ad esempio, l'opzione 
1 M sta per Mothballing, che significa "mettere in naftalina". 
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di sospensione incorpora l'opzione di riattivazione la quale In-
corpora l'opzione di sospensione la quale ecc. ecc.), ogni opzione 
è incorporata cioè in sé stessa. Veniamo dunque al calcolo del 
suo valore e dei livelli critici PH, PM, PR, Ps. Indicherò rispet-
tivamente con gli indici O, l, 2 gli stati di passività (progetto non 
in corso), attività (progetto in corso e attivo), sospensione (pro-
getto in corso ma sospeso temporaneamente). I passaggi possi-
bili da uno stato all'altro sono: O ~ l, l ~ 2, 2 ~ O, 2 ~ l, 
l ~ O. Quest'ultimo passaggio si ha solo nel caso la sospensione 
temporanea non faccia parte delle strategie ottime. Di seguito si 
supporrà che la sospensione faccia parte delle strategie ottime. 
Ciò comporterà l'utilizzo di quattro coppie di condizioni al con-
torno per la risoluzione del problema decisionale in questione. 
4.3 Strategie di esercizio e 
valore dell'opzione autoreferente 
Nella regione (O, PH) l'agente decisionale rimane passivo in 
qualità di mero osservatore. Si ha, com'è ormai noto, 
Raggiunto il livello P = PH il decisore esercita l'opzione di 
investimento e mantiene attivo il progetto fintantoché il prezzo 
fluttua nella regione (PM, oo). In essa il valore del progetto-
opzione è dato da 
(9) 
dove 8 := e - a e e è il costo opportunità del capitale, uti-
lizzato per l'attualizzazione dei flussi 2 • Gli ultimi due addendi 
rappresentano il valore attuale (atteso) di un progetto di du-
rata infinita, il primo addendo esprime il valore dell'opzione alla 
2 Nel caso si scelga un'ottica di tipo finanziario, si ha ò =p- a e il tasso 
di attualizzazione è r, tasso di attività prive di rischio. 
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sospensione. Qualora il prezzo scenda a P = PM l'investitore 
esercita tale opzione ricevendo un'opzione il cui valore è dato, 
da 
(lO) 
per tutti i valori di P appartenenti all'intervallo (Ps, PR)· L'ul-
timo termine della (l O) rappresenta il valore attuale dei costi 
di mantenimento nell'ipotesi che il progetto rimanga "in naf-
talina" perpetuamente. Il primo addendo altri non è che il valo-
re dell'opzione a riattivare l'investimento ed è tanto più grande 
quanto maggiore è il valore di P. Il secondo addendo quantifica 
il valore dell'opzione all'abbandono ed è tanto maggiore quanto 
minore risulta P (si ricordi che /32 < 0). Poiché si è supposto 
che la sospensione venga usata come strategia nel caso di una 
determinata riduzione nel prezzo, si hanno quattro coppie di 
condizioni al contorno3 ' precisamente: 
Vl(PM) = V2(PM)- EM 
V2 (PR) = V1 (PR) - R 
V2(Ps) = Vo(Ps)- Es 
v;(PM) = v;(PM) 
Vd(PR) = v;(PR) 
Vd(Ps) = Vd(Ps) 
(11) 
(12) 
(13) 
(14) 
Si tratta di un sistema di otto equazioni nelle otto incognite A1, 
B2, D 1 , D2, PH, PM, PR, Ps. È interessante comprendere il si-
gnificato delle interrelazioni esistenti tra i livelli critici del prezzo 
e i costi di sospensione e riattivazione, e vedere altresì quando la 
sospensione diventa una strategia inutile e l'abbandono del pro-
getto viene intrapreso senza il passaggio intermedio della sospen-
sione temporanea. A tal fine saranno di aiuto le Tabelle l e 2 e 
la Figura 5. 
3 Viene pertanto esclusa la quinta, derivante dal passaggio l -t O, 
che verrà recuperata in altro modo mediante l'analisi delle simulazioni 
numeriche. 
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R PH pfl PM 
0.2 1.557 1.202 0.8322 
0.4 1.568 1.272 0.7987 
0.6 1.576 1.325 0.7770 
0.8 1.582 1.372 0.7608 
l. O 1.587 1.413 0.7478 
1.2 1.591 1.451 0.7369 
1.4 1.594 1.487 0.7276 
1.6 1.597 1.521 0.7195 
1.7634 1.598 1.548 0.7135 
TABELLA l. Caso 1: M=O.Ol 
--I valori utilizzati per le simulazioni sono: 
r = 0.05 
c= l 
t5=J-L-a=O 
1=2 
(J" = 0.2 
Es= -ER. 
Ps 
0.2937 
0.3171 
0.3424 
0.3713 
0.4061 
0.4498 
0.5085 
0.5955 
0.7135 
Come si vede dalle Tabelle e, in modo trasparente, dalla rap-
presentazione grafica, a parità di M un incremento nel costo di 
riattivazione del progetto (si considerino le curve in grassetto) fa 
aumentare PH, PR e Ps, diminuire PM. L'effetto su PR è ovvio: 
essendo più costoso il rientro, l'investitore tenderà ad aspettare 
un livello più elevato di P, che gli garantisca la possibilità di 
recuperare R e che gli suggerisca un futuro prezzo elevato per 
un periodo prolungato. PM si riduce ovvero l 'investitore è meno 
propenso a sospendere l 'investimento anche in presenza di prezzi 
bassi, perché è consapevole che, una volta "in naftalina", più 
difficilmente esso verrà riattivato a causa dell'elevato costo R. 
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R PH PR PM Ps 
O .l 1.577 1.108 0.8246 0.5240 
0.2 1.583 1.157 0.7968 0.5430 
0.3 1.587 1.194 0.7783 0.5612 
0.4 1.590 1.225 0.7644 0.5793 
0.5 1.592 1.253 0.7530 0.5978 
0.6 1.594 1.278 0.7434 0.6170 
0.7 1.596 1.301 0.7351 0.6371 
0.8 1.597 1.323 0.7278 0.6584 
0.9 1.597 1.343 0.7212 0.6811 
1.0307 1.598 1.370 0.7135 0.7135 
TABELLA 2. Caso 2: M=0.05 
fii fronte a questa situazione, aumenterà anche la propensione 
all'abbandono da parte di un investitore in stato di temporanea 
interruzione del progetto, mentre l'incremento di PH è dovuto 
alla considerazione che l'opzione composta che si detiene porta 
con sé un valore del progetto-opzione minore essendo l'opzione di 
sospensione di minor valore. Se R diventa sempre più grande, 
le curve PM e Ps tendono ad avvicinarsi fino ad un valore R 
(che è possibile calcolare) in cui esse assumono lo stesso valore. 
Questo indica che per R > R, l'interruzione temporanea del 
progetto cessa di essere una strategia ottima per l'investitore. Il 
livello di R è troppo alto perché egli si impegni in una strategia 
di sospensione, così P5 e PR collassano, nell'intervallo visto, nel 
livello critico di abbandono PL. Un eccessivo costo R rende 
cioè l'opzione di sospensione senza valore e il modello ritorna 
alla versione trattata in precedenza, con la sola presenza delle 
opzioni di investimento e di abbandono. 
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FIGURA 5 
A parità di R invece (si considerino le curve più sottili di 
Figura 5), un incremento di M fa aumentare PH e Ps, ridurre 
PR e PM. Infatti, un aumento di M coincide con una riduzione 
di C- M ossia del risparmio di costi connessi a un interruzione 
del progetto: questo significa che l'investitore è meno propenso 
a sospendere l'attuazione dell'investimento e più incline a riat-
tivarlo dallo stato di sospensione. Poiché l'esercizio dell'opzione 
di investimento frutta all'investitore un'opzione di sospensione 
di minor valore, il decisore sarà disposto ad attendere un valore 
PH superiore prima di investire. Analogamente sarà più pronto 
ad abbandonare il progetto piuttosto che a riattivarlo. Anche 
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in questo caso le curve PM e Ps si incontreranno ad un livello 
critico M e per M E (M, oo) non sarà più conveniente utiliz-
zare la strategia di sospensione (si veda la Figura 6 per una più 
immediata comprensione dell'impatto sui livelli critici di una 
variazione di M). 
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FIGURA 6 
R ed M insieme definiscono allora il confine d 'uso della strate-
gia di interruzione. La relazione tra i valori critici di M ed R 
è inversamente proporzionale: quando R è più grande, il valore 
critico di M è minore e viceversa. Infine, se M e R sono en-
trambi nulli, le opzioni di sospensione e di riattivazione vengono 
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esercitate senza sostenere alcun costo, pertanto il modello torna 
ad essere quello studiato nel Capitolo precedente, che di questo 
è un risultato particolare. 
Riferimenti bibiografici 
Il primo articolo comparso relativamente alla valutazione di 
ipotesi di investimento, sospensione e abbandono è il già ci-
tato lavoro di Brennan e Schwartz (1985). Numerosi esempi di 
opzioni di questo tipo sono rintracciabili in letteratura. A tal 
proposito, si rimanda alla Bibliografia Generale per un elenco 
dettagliato ricordando in particolar modo Dixit (1989) e Dixit-
Pindyck ( 1994). 
L'analogia con le opzioni composte pone il problema della 
valutazione di opportunità di investimento con la contingent 
claims analysis. Un primo studio di esse si trova in Geske 
(1979). Per approfondimenti, si veda Geske-Johnson (1984) e 
Carr (1988) o i manuali classici di Cox e Rubinstein (1985) e 
Hull (1989) 
CAPITOLO 5 
INVESTIMENTI SEQUENZIALI 
Introduzione 
L'assunzione fin qui mantenuta di realizzazione del progetto 
simultanea al sostenimento del costo di investimento deve es-
s~re ora rimossa se si intende avere una più corretta rappre-
sentatività del modello esposto. Il seguente Capitolo è dedi-
cato a un'estensione di esso ipotizzando che la realizzazione del 
progetto comporti il dispendio di un certo lasso di tempo, du-
rante il quale la variabile di riferimento continua a fluttuare sug-
gerendo, in alcuni casi, la sospensione o addirittura l'abbandono 
dell'impresa iniziata. Ci si concentrerà su investimenti suddivisi 
in n fasi o stadi, mostrando dettagliatamente la risoluzione nel 
caso n = 2. L'opzione di investimento diventa un'opzione com-
posta concatenata: l'esercizio della prima opzione permette di 
realizzare il primo stadio del progetto e di percepire in tal modo 
il valore dell'opzione ad investire nel secondo stadio. L'esercizio 
di quest'ultima dà diritto a sua volta alla detenzione dell'opzione 
all'ingresso nel terzo stadio e così via, fino a quando, l'esercizio 
dell'n-esima opzione fornisce all'investitore il valore attuale del 
progetto in questione. L 'esposizione risulterà semplificata e un 
po' astratta: questa impostazione è voluta, perché il trascurare 
ipotesi che appesantiscono il modello rende lo stesso più com-
prensibile e immediato, senza fargli perdere validità (l'estensione 
dello stesso si può effettuare incorporando in modo naturale i 
modelli fin qui studiati). 
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5.1 Investimenti a due o più stadi 
Nei Capitoli precedenti è stata assunta la simultaneità tra 
esercizio dell'opzione di investimento e realizzazione dello stesso. 
Come notato, tale assunzione è quasi sempre irrealistica, per-
tanto vedremo di seguito come operare nel caso di realizzazione 
sequenziale di un progetto. Per cominciare si supporrà che 
l'investitore debba completare l'investimento in due fasi, che 
comportano il sostenimento del costo ! 1 per l'ingresso nella 
prima fase e / 2 per il completamento del progetto. Successi-
vamente sarà analizzata l'estensione a un numero arbitrario di 
fasi costitutive. Sia P la variabile di riferimento tale che 
dP = aPdt + aPdz 
qove dz è l'incremento di un processo di Wiener. Per semplicità 
ipotizzerò che i costi operativi siano nulli e che quindi il profitto 
per ogni intervallo dt sia pari a Pdt. Il valore del progetto 
completato è dato da 
1
00 p 
V(P) = & Pte-et dt = -. 
o b 
Si procede a ritroso calcolando il valore dell'opzione ad investire 
nella seconda fase del progetto, ovvero dell'opzione al completa-
mento dello stesso. Si denoti con F 2 (P) tale valore. L'esercizio 
dell'opzione porta con sé il valore V(P) del progetto. Dunque 
F2(P) = max [v(P)- / 2, l &(F2(P + dP))] . 
l+ pdt 
Sia P2* il livello di P che giustifica l'esercizio di tale opzione; le 
condizioni al contorno sono 
(l) 
(2) 
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È facile verificare allora che 
per P< P 2* 
per P~ P 2* 
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(3) 
dove c2 è una costante da determinare. Qualche semplice calcolo 
algebrico fornisce il valore di P2*: 
La formalizzazione del problema di investimento al secondo sta-
dio è identica, come si può notare, al problema di valutazione 
<ii_un'opzione con contestuale esercizio e realizzazione del pro-
getto. In questo caso la simultaneità è assunta per la seconda 
fase: l'esborso finanziario I 2 comporta l'automatico completa-
mento del progetto ~niziato precedentemente con l'esborso I 1 . 
Calcolati i valori di F 2 (P) e P2* si retrocede al primo stadio. Il 
décisore sarà indotto ad investire nella prima fase del progetto al 
prezzo di I 1 se ciò che riceve in cambio avrà un valore superiore 
rispetto all'attesa. Sia F 1 (P) l'opzione ad investire nella prima 
fase e sia P1* il prezzo-soglia. Se P < Pt si ha 
l 
F1 (P) = E(F1 (P+ dP)). 
l + gdt (4) 
Se P > P; il detentore dell'opzione esercita la stessa, ma CIO 
che riceve in cambio non è il valore del progetto bensì il valore 
dell'opzione ad investire nella seconda fase del progetto. Per-
tanto le condizioni al contorno diventano 
F1(0) =O (5) 
(6) 
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F;(Pt) = F;(Pt). (7) 
La ( 4) e la (5) implicano 
mentre per applicare la (6) e la (7) è necessario prima sapere 
quale espressione di F 2 (P) deve essere utilizzata nel punto Pt. 
Ci si deve dunque chiedere se Pt è maggiore o minore di P 2*. 
L'intuizione suggerisce l'assunto Pt > P 2*. Essendo il costo 11 
irreversibile, non completare il progetto una volta entrati nel 
primo stadio significherebbe essere incorsi in una spesa infrut-
tifera; parte del costo dell'investimento è già stato sostenuto, 
ne rimane solo una parte e il completamento del progetto è più 
vicino. Il decisore è più propenso a completare il progetto ora 
che esso è stato iniziato. L 'intuizione è sostenuta da una di-
mostrazione formale dell'assunto. Infatti, se fosse Pt S P 2*, 
allora F 2 (Pt) = c2 Pf31 , ma la (7) implica 
da cui c1 = c2 che contraddice la (6) (essendo 11 > O). La (6) 
allora può essere espressa come 
Un dubbio può sorgere relativamente ai ragionamenti svolti: 
perché mai aspettare ad investire nel secondo stadio, una volta 
entrati nel primo, se il prezzo Pt raggiunto è superiore al prezzo 
P 2* richiesto per il completamento del progetto? Non è logico 
aspettarsi che il completamento avvenga immediatamente asso-
ciando insieme i due stadi? In realtà il completamento è stato 
suddiviso in due stadi proprio sul presupposto che fosse inpos-
sibile realizzare l'investimento immediatamente. Investire com-
porta non solo un dispendio di costi ma anche un dispendio 
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di tempo. In generale, un'azienda compie uno stadio del pro-
getto alla volta e poi attende prima di entrare negli stadi suc-
cessivi. Gli investimenti strategici in particolar modo soffrono 
dell'impossibilità di una realizzazione piena e completa in un 
breve tempo, soprattutto quando coinvolgono modificazioni del-
la struttura societaria o di qualche area funzionale, come fu-
sioni o incorporazioni di società, integrazioni verticali e orizzon-
tali, studio e lancio sul mercato di una nuova linea di prodotti. 
Col passare del tempo la variabile di riferimento potrebbe scen-
dere al di sotto del valore che aveva giustificato l'ingresso in 
quello stadio del progetto. Inoltre l'azienda può essere inte-
ressata a conoscere il valore di un investimento non completa-
to per poter vendere sul mercato l'opzione all'investimento nei 
successivi stadi. Infine, vi sono casi in cui normative giuridiche 
impongono il differimento degli stadi seguenti del progetto. 
Calcolare il prezzo limite Pt diventa allora agevole, ricavando 
P 1* = /3
1 
8 (I 1 + I 2 ) . 
/31 -l 
Si ottiene il solito fattore moltiplicativo /31 / (/31 -l), ma la base, 
rispetto alla seconda fase in cui I 1 è già stato sostenuto, aumenta 
da I 2 a I 1 + I 2 . Una raffigurazione della situazione vista si ha 
in Figura l. 
L'estensione ad un generico numero n di stadi è quasi im-
mediata. Si procede sempre a ritroso, calcolando il valore di 
ciascuna opzione ad investire nello stadio successivo. L'ultimo 
stadio (lo stadio n) implica l'esercizio dell'opzione ad investire 
con il sostenimento del costo I n a fronte del valore V(P) del 
progetto. Dunque 
per P< P; 
per P~ P;. 
L'applicazione delle condizioni al contorno conduce al livello 
critico 
P*= n 
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FIGURA l 
Retrocedendo allo stadio (n-1)-esimo si ha, per P< P;_ 1 , 
Le condizioni al contorno sono, ora, 
Fn-1 (O) = O 
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Si può vedere, analogamente a prima, che P:_ 1 > P: e quindi 
Fn(P:_ 1 ) = V(P)- In- In-h per la qual cosa si ricava agevol-
mente 
Si retrocede quindi allo stadio n-2 e si ragiona in simil modo. In 
generale, il valore di un'opzione ad investire nel j-esimo stadio 
del progetto, j = l, 2 ... n - l è 
per P< Pi* 
per P> P'!". - J 
(8) 
Si noti che la (8) può essere vista, per la parte che riguarda la 
regione P 2: Pj, come un'equazione alle differenze: 
(9) 
con condizione finale Fn = V- In. La soluzione della (9) è data 
da 
Fi = Fi+t- Ii 
= (Fi+ 2 - Ii+t) -Ii 
= (Fj+3 - Ii+ 2)- Ii+t -Ii 
= (Fn- In-t)- In-2- ... - Ii 
=V·- (Ii+ Ii+t + ... In)· (lO) 
Dalla (10) e dalle condizioni al contorno è poi facile ricavare il 
prezzo critico 
che rispecchia, come notato, la condizione 
j=l,2, ... ,n-l. 
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Riferimenti bibliografici 
Il modello presentato si basa sul lavoro di Dixit e Pindyck 
(1994). Tra i primi articoli relativi a investimenti a più stadi vi 
sono i lavori di Myers e Majd (1984) e Majd e Pindyck (1987). 
Questi ultimi trattano il problema di un'azienda che investe con-
tinuamente (ogni dollaro speso dà diritto a spendere il dollaro 
successivo) fino al completamento del progetto, l'investimento 
può essere sospeso e ripreso e il decisore deve calcolare il tasso ot-
timo di spese di investimento cui egli deve far fronte per costru-
ire gradualmente il progetto. Paddock, Siegel e Smith(1988) 
forniscono un esempio di opzioni di investimenti petroliferi, che 
vengono suddivisi in tre fasi distinte: l) esplorazione della quan-
tità di idrocarburi presente in un territorio, 2) sviluppo at-
traverso installazione di piattaforme petrolifere, 3) estrazione 
<ielle riserve petrolifere del sottosuolo; un ulteriore esempio è 
costituito dall'articolo di Fine e Freund (1990). 
CAPITOLO 6 
OPZIONI ESCLUSIVE E OPZIONI COMUNI 
Introduzione 
Quest'ultimo Capitolo della prima parte è dedicato alle opzio-
ni comuni. Per quanto la letteratura abbia trattato innumerevoli 
esempi di opzioni reali, essa si è particolarmente concentrata 
s_ulle opzioni esclusive (proprietary options), con ciò astraendo 
forzosamente dalla realtà, nella quale le opzioni esclusive sono 
rarissime se non inesistenti. Opzioni esclusive sono quelle che 
fanno riferimento a una detenzione esclusiva dell'opzione da 
parte di un unico soggetto, ciò che risulta naturale in un mer-
cato finanziario. In un settore economico non monopolistico 
l'opzione può essere appannaggio di una pluralità di soggetti 
che hanno le stesse opportunità di esercizio. Questo muta ra-
dicalmente l'analisi del processo decisionale e incide profonda-
mente sull'analogia tra opzioni reali e opzioni finanziarie. La 
letteratura di stampo aziendale è consapevole di ciò, essa stessa 
quindi introduce il concetto di opzione comune (shared option), 
stimolando lo studio di modelli che prendano in considerazione 
anche l'aspetto interattivo delle opportunità di investimento. 
Tra gli studiosi che accolgono la richiesta, Trigeorgis è uno dei 
primi. Si espone nel seguente Capitolo un suo modello, e si ri-
manda al suo lavoro per uno studio più approfondito di altri 
modelli. Caratteristica del modello è, tra l'altro, l'assunzione 
che l'opzione di investimento abbia una durata limitata e che 
quindi il valore dell'opzione sia dato dalla nota formula di Black-
Scholes. 
103 
104 OPZIONI ESCLUSIVE E OPZIONI COMUNI 
6.1 Le opzioni comuni 
Le opzioni reali, al contrario delle opzioni finanziarie, pos-
sono essere suddivise in due grandi categorie: opzioni esclusive 
e opzioni comuni. Tale suddivisione fa riferimento al grado di 
esclusività del diritto all'investimento detenuto da un'azienda in 
un settore economico e quindi dipende strettamente dall'intera-
zione competitiva propria del settore suddetto. Opzioni comuni 
sono quelle opzioni reali dei cui diritti sono in qualche modo 
partecipi più concorrenti del settore e il cui esercizio è possibile 
per tutti i detentori. Essa torna in vita (almeno per un certo pe-
riodo) anche dopo l'esercizio di uno o più detentori. In altri ter-
mini, un'opzione comune è come un'araba fenice: essa riemerge 
dopo essere stata esercita ed è a disposizione dei concorrenti. 
S.i _pensi alla possibilità di ingresso in una nuova area geografica 
da parte di un 'azienda o in un un nuovo settore economico. 
Questa possibilità è condivisa da tutte quelle aziende che hanno 
la forza e il capitale necessario per effettuare un tale investi-
mento. Rari sono i casi di opzioni totalmente esclusive (questi 
comprendono diritti di sfruttamento, di marchio, brevetti e li-
cenze, contratti di esclusiva), generalmente ogni opzione ha un 
certo grado di condivisione dei diritti con altri competitori. In 
qualche modo, il grado di "condivisione" o di "esclusività" di 
tale opzione dipende anche dal numero di investitori che deten-
gono l'opportunità di investimento; questo grado è rilevante per 
il valore di un'opzione comune, in quanto determina la possi-
bilità di esercizio di altri concorrenti con conseguente impatto 
(negativo) sul valore del progetto intrapreso dall'investitore. Se 
l'opzione relativa a un investimento in ricerca e sviluppo è co-
stituita dal lancio sul mercato di un nuovo prodotto, il va-
lore dell'investimento sarà determinato anche e soprattutto dalle 
reazioni della concorrenza, in particolare dalla decisione dei con-
correnti di esercitare o meno la stessa opzione reale (fabbri-
cando lo stesso tipo di bene). Risulta naturale allora pensare 
che un'opzione comune abbia un valore inferiore ad un'opzione 
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esclusiva, giacché VI è sempre la possibilità che qualche altro 
concorrente la eserciti deprimendo i profitti per il primo investi-
tore. Tra le prime analisi di carattere aziendale che rivelano 
questa importante differenza tra opzioni finanziarie e opzioni re-
ali vi è un famoso articolo di Kester (1984) che introduce il con-
cetto di opzioni comuni insistendo sull'importanza del grado di 
esclusività dell'opzione nella sua valutazione economica. A tal 
proposito egli cita anche l'intensità competitiva come fattore 
rilevante per la stima del valore delle opportunità di investi-
mento. Correlando grado di esclusività e intensità competitiva 
Kester afferma che un grado di rivalità basso coniugato a un 
basso grado di esclusività dell'opzione comporta l'esistenza di 
una minaccia di esercizio da parte dei concorrenti, ma il potere 
di mercato delle aziende dominanti aumenta la loro capacità di 
appropriarsi del valore delle opzioni esercitate. Ciò comporta 
la tendenza a detenere le opzioni fino a che le aziende più de-
boli esercitano. Un basso grado di esclusività e un alto livello 
di intensità competitiva danno una scarsa abilità, a chi esercita, 
di appropriarsi del valore del progetto di investimento. Kester 
s-uggerisce il rapido esercizio di opzioni di questo tipo per anti-
cipare gli avversari. Opzioni ad alto grado di esclusività e scarso 
livello di concorrenzialità implicano l'esistenza di aziende leader 
in grado di accaparrarsi il valore dell'opzione senza alcun (o con 
un basso) rischio di esercizio da parte di concorrenti. In questo 
caso l'opzione dovrebbe essere detenuta fino a scadenza.1 In-
fine, nel caso di opzioni altamente esclusive in un settore ad 
intensa rivalità competitiva, il basso rischio di esercizio da parte 
di concorrenti può essere compensato dalla capacità di erosione 
del valore dell'opzione (attraverso ad esempio l'esercizio di altre 
opzioni differenti); in tal caso, un precoce esercizio può preclu-
dere tale erosione (si veda anche la Tabella l). 
La correlazione instaurata da Kester non è da trascurare 
nell'analisi di una decisione di investimento, anche se è dimen-
1 Kester assume implicitamente che l'opzione sia di durata finita, mentre 
si è visto che in molti casi essa può essere considerata illimitata. 
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Le aziende dominanti sono 
in grado di impadronirsi 
completamente del valore 
dell'opzione 
Nessun rischio d'azione 
preventiva. Le opzioni 
andrebbero conservate sino 
alla scadenza 
Opzioni riservate 
Nessun rischio di completa 
azione preventiva. ma minaccia 
di erosione del valore a causa 
dell'attività concorrenziale 
Tendenza a esercitare presto le 
opzioni per precludere 
l'erosione del loro valore 
TABELLA l. Relazione tra grado di esclusività 
di un'opzione e intensità concòrrenziale 
tica, a mio parere, della relazione causale esistente tra i due 
fattori considerati. È molto probabile che il grado di esclusività 
di un'opzione sia determinato anche dall'intensità concorren-
ziale del settore. Un settore frammentato privo di leader, al-
tamente competitivo, tende ad appiattire il grado di esclusività 
di quasi ogni opzione che non derivi da diritti di tipo giuridico. 
L'assenza di collusione tra imprese e di "meccanisn1i di isola-
mento" specifici di impresa, deprime il grado di esclusività delle 
opzioni. Questi meccanismi di isolamento consistono in vantaggi 
competitivi idonei a creare una barriera difensiva per il deten-
tore dell'opzione, rendendo difficile la condivisione dell'opzione 
ad altri concorrenti, e dipendono in stretta misura dall'intensità 
LE OPZIONI COMUNI 107 
competitiva e dal grado di forza competitiva propria dell'azienda 
che detiene l'opzione. 
I meccanismi di isolamento che tendono a preservare i van-
taggi competitivi per un'azienda e a determinare il grado di e-
sclusività di un'opzione sono molteplici e dipendono dal settore 
economico di riferimento nonché dal contesto competitivo in cui 
si innestano. A titolo di esempio, si fa riferimento all'elenco re-
datto da Buttignon (1990), il quale cita i seguenti "meccanismi 
di isolamento": 
(l) Diritti di proprietà. Si tratta di meccanismi di tipo giuri-
dico, per i quali il grado di esclusività può essere molto 
alto. Tra questi i brevetti, i diritti di marchio, il possesso 
di un'esclusiva commerciale (contratti di esclusiva con for-
nitori o distributori) etc. 
(2) Conoscenze superiori esclusive. Esse derivano da infor-
mazioni, conoscenze di tecnologia, conoscenze derivanti da 
esperienza, che sono difficilmente carpite e apprese dai con-
correnti (ad esempio a causa di una bassa mobilità delle 
risorse umane tra le imprese concorrenti). 
-{3) Ritardi nella risposta. Si intende con ciò il lasso di tempo 
intercorrente tra l'adozione di una particolare strategia di 
investimento e la percezione, da parte delle imprese con-
correnti, del cambiamento intervenuto rispetto allo status 
quo, nonché il tempo necessario per reagire a tale strategia 
con azioni mirate di risposta2 all'innovazione introdotta 
con l'investimento. 
( 4) Economie di scala. È un classico esempio di meccanismo di 
isolamento, basato sulle dimensioni di un'impresa la quale, 
in alcuni settori, può avvantaggiarsene a scapito di altri 
concorrenti. 
(5) Economie di apprendimento. Questo fattore comporta una 
riduzione dei costi di produzione e dà luogo a conoscenze 
esclusive nel senso descritto sopra. 
2 Un esempio in cui viene preso in considerazione tale ritardo nell'ambito 
di accordi cooperativi è sviluppato in Magni-Ricci (1991). 
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(6) Costi di riconversione della clientela. Si tratta di un mec-
canismo legato alla difficoltà del cliente di cambiare il for-
nitore, perché ciò comporta un investimento aggiuntivo o 
perché si è dovuto investire nello sviluppo di risorse umane 
per apprendere l'utilizzo del bene acquistato. In tal caso, 
innovazioni di prodotto da parte di concorrenti possono 
essere inefficaci se i costi sono tali da sconsigliare al cliente 
una riconversione. 
(7) Reputazione. Una lunga permanenza nel settore da parte 
di una impresa può portare con sé un alto grado di re-
putazione che lo avvantaggerà rispetto ai nuovi venuti. 
(8) Effetto comunicazione. Esso riguarda beni che aumentano 
di valore man mano che il loro utilizzo diventa diffuso e 
standardizzato, ciò che può com portare vantaggi consi-
derevoli. 
(9) Costi di valutazione per i clienti. Se valutare i beni di 
altre aziende è per i clienti costoso, essi si riferiranno ai 
leader del mercato, che vengono così favoriti nella scelta (il 
ragionamento sottostante è il seguente: se devo comprare 
qualcosa a scatola chiusa, cioè senza avere informazioni sul 
prodotto, mi rivolgo al leader del mercato, che, in quanto 
tale, si suppone produca beni di elevata qualità). 
(10) Affollamento nel sistema distributivo e nei canali di co-
municazione. Se i canali distributivi sono già "occupati" 
l'ingresso di nuove aziende nel settore diventa difficile per il 
difficile sbocco verso la clientela, con ciò favorendo i primi 
arrivati. Tale fattore ha un effetto simile a quello di un 
contratto di esclusiva con i distributori (vedi il punto 1). 
I meccanismi di isolamento tendono a smussare il loro effetto 
nel corso del tempo e soprattutto in caso di elevata concorren-
zialità e quindi l'analisi di essi deve essere svolta rimanendo 
consapevoli del carattere dinamico per il quale essi tendono a 
'perdere le loro capacità di essere fonti di "difesa" dell'innova-
zione imprenditoriale [e a] divenire comuni ad un gruppo di 
soggetti nel sistema competitivo [trasformandosi in] barriere alla 
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mobilità infrasettoriali [e] rendersi disponibili [infine] per tutti i 
soggetti presenti nel settore, qualificandosi come barriere all'en-
trata per i concorrenti potenziali' (Buttignon, op. cit.). 
N el prossimo paragrafo si mostra come il concetto di opzione 
comune viene trattato in modo formale, studiandone le carat-
teristiche essenziali sotto determinate ipotesi. In particolare, 
si presenta di seguito un esempio fornito da Trigeorgis nel suo 
lavoro "Valuing Real Investment Opportunities: An Options 
Approch to Strategie Capitai Budgeting". 
6.2 Il modello di Trigeorgis 
Trigeorgis studia il caso di un'azienda che detenga un'opzione 
di investimento di durata limitata T, T < oo, arco di tempo 
durante il quale l'azienda ha in ogni istante l'opportunità di 
esercitare l'opzione ad un prezzo pari a J. 
Trigeorgis, nella sua esposizione del "caso certo", assume che 
l'azienda sia in grado di prevedere sia l'epoca di ingresso da 
E_~rte dei concorrenti, i quali eserciteranno opzioni di loro perti-
nenza, sia l'impatto di tale entrata sul valore V del progetto di 
investimento, cu1 viene fatto seguire il moto geometrico brow-
niano 
dV= (J-L- 8)Vdt + aVdz 
dal significato familiare. Siano ad esempio t 1 e t 2 le epoche 
di esercizio dei concorrenti, con O < t 1 < t 2 < T, e si sup-
ponga che in caso di esercizio da parte dei concorrenti il valore 
del progetto V subisca una riduzione pari a (l - kj ), j = l, 2, 
per l'ingresso di concorrenti alle epoche t i, j = l, 2. Trigeor-
gis, conservando l'analogia finanziaria, paragona la riduzione del 
valore del progetto al pagamento di dividendi per un'attività fi-
nanziaria. L'esercizio precoce dell'opzione da parte dell'azienda 
può indurre i concorrenti a desistere da un analogo esercizio 
delle loro opzioni. Se essa attende fino alla data di maturazione, 
vedrà il valore del progetto ridotto a causa della perdita del 
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"dividendo" (1- kj)V. L'esercizio precoce può permettere il re-
cupero di tale dividendo, se i concorrenti desistono dall'entrare. 
Per analizzare la strategia ottima di esercizio per l'azienda si 
considerino le seguenti cinque situazioni: 
A esercizio immediato in grado di far desistere i concorrenti 
dall'esercitare le loro opzioni; 
B esercizio immediato non in grado di impedire l'entrata dei 
concorrenti; 
C opzione esclusiva; 
D detenzione dell'opzione fino a scadenza con conseguente 
entrata della concorrenza; 
E esercizio appena prima dell'epoca t 1 o t 2 in grado di im-
pedire l 'ingresso da parte dei concorrenti. 
Sia Fi il valore dell'opzione nella situazione i, i =A, B, C, 
D, E. N ella situazione A il valore dell'opzione è dato dal valore 
attuale netto del progetto di investimento, cioè 
FA=V-1. 
~~lla situazione B i concorrenti esercitano le loro opzioni no-
nostante l'esercizio precoce dell'azienda. Il valore del progetto 
dunque si riduce a V', 
dover è il tasso di interesse privo di rischio e Tj =ti -t, j = l, 2. 
Pertanto 
FB =V'- I. 
L'opzione esclusiva del caso C viene mantenuta fino a scadenza 
e il suo valore è dato dalla formula di Black-Scholes 
dove 
l n T + ( ( r - 6) + i u 2 ) T 
uv-T 
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d2 = di - uvfi 
T= T- t 
N ( ·) : funzione di ripartizione N armale standardizzata. 
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E immediato vedere che F c 2:: FA > F B cioè C >- A >- B. N el 
caso D il valore dell'opzione è dato da 
FD = F(V',T,I) (2) 
ossia dalla (1) dove V è rimpiazzato da V'. In E l'azienda 
esercita in (appena prima di) t 1 o in t 2 . Supponendo l'esercizio 
abbia luogo in t 1 , si ha 
FE = F(V', t1, I') (3) 
che è la (2) con T rimpiazzato da t 1 e I sostituito da I' 
I viene cioè ridotto del valore dei "dividendi" scontati in t 1 , 
in.dicando un recupero degli stessi attraverso l'investimento di 
I. Se l'esercizio fosse avvenuto in (appena prima di) t 2 l'azienda 
avrebbe perso il primo "dividendo" ma recuperato il secondo. 
Pertanto I sarebbe stato sostituito dal termine 
e il valore dell'opzione sarebbe quello espresso dalla formula di 
Black-Scholes 
(4) 
Inoltre l'azienda potrà anche decidere di detenere l'opzione fino 
alla scadenza; data questa flessibilità, il valore dell'opzione nel 
caso E è dato da 3 
FE = max[F(V',t 1 ,I'),F(V',t2 ,I"),F(V',T,I)]. (5) 
3 In verità, atteso che l'azienda può esercitare in qualsiasi momento 
l'opzione, la (5) fornisce solo una approssimazione inferiore del valore Fc. 
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Si confronti ora il caso C e il caso D. Essendo 
F(V,T,I) > F(V',T,I) 
(F è crescente rispetto a V e V' < V) C è preferibile a D, 
C>- D. Intuitivamente questo risultato mostra come un'opzione 
comune detenuta fino alla scadenza nonostante l'arrivo della 
concorrenza ha minor valore rispetto a un'opzione esclusiva per 
la quale l'esercizio a scadenza può costituire la strategia ottima. 
Si ha anche la relazione D >- B. Infatti, sfruttando la convessità 
di F rispetto a V e a I, mantenendo V costante, risulta 
F(V,T,I)- F(V',T,I) ~V- V'= (V- I)- (V'- I); (6) 
mantenendo invece costante il costo I si ha 
F(V, T, I)- F(V, T, I')~ I'- I= (V- I)- (V- I'). (7) 
Dalla (6) si ottiene 
F(V', T, I)- (V'- I) 2: F(V, T, I)- (V- I) 
:::=::::} Fn - Fn 2: Fc -FA. 
Ma Fc 2: FA, dal momento che un'opzione ha valore non infe-
riore al suo valore di esercizio. Allora Fn- Fn 2: O, cioè D >- B. 
Questo significa che se i concorrenti entreranno comunque, con-
viene attendere la scadenza piuttosto che esercitare immediata-
mente. Si ha poi la relazione E >- A. Infatti 
ciò esprime il fatto che se l'esercizio dell'opzione impedisce l'en-
trata dei concorrenti allora è sempre meglio aspettare per poter 
beneficiare della (parziale) risoluzione dell'incertezza sulla va-
riabile V. La relazione finale A >- B è ovvia fintantoché V > 
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V': è preferibile un'opzione il cui esercizio immediato impedisca 
l'ingresso dei concorrenti piuttosti che il contrario! 
Si giunge infine alle seguenti terne di relazioni: 
C>-D>-B 
E>- A>- B. 
Trigeorgis scarta l'ipotesi C, essendo un'ipotesi irrealistica (non 
esistono nell'ambito competitivo opzioni esclusive). Si tratta di 
vedere allora quale tra la E e la D sia la situazione migliore: 
ciò permetterà di arrivare alla definizione della strategia ottima 
per l'azienda. La preferenza dell'una o dell'altra dipende dai 
parametri coinvolti nella descrizione della situazione.4 
N el caso in cui D >- E allora 
F(V', T, I) = Fn > FE = max [F(V', t 1 , I'), F(V', t 2 , I")] 
allora l'azienda attenderà nonostante l'esercizio da parte dei 
concorrenti di opzioni analoghe. Se invece D -< E allora 
F(V', T, I) = Fn < FE = max [F(V', t 1 , I'), F(V', t 2 , I")] 
e l'azienda riterrà ottimale esercitare precocemente l'opzione 
reale per impedire l'ingresso dei competitori. Si noti che tanto 
4 È bene rilevare che Trigeorgis fa un po' di confusione relativamente a 
quest'ultimo punto. La situazione E è stata descritta come quella in cui 
l'azienda ha l'opportunità di esercitare o in t1 o in t2 oppure in T. Segue 
allora che la situazione E include la D, la quale prevede la possibilità di 
esercizio solo in T. Ed infatti egli afferma che il valore dell'opzione sub E è 
data dalla (5). Ma nella (5) il terzo termine altri non è che Fv. Pertanto 
FE ~ Fv ossia E >- D. La strategia ottima per l'investitore è E. Poiché 
E si compone di tre sottostrategie, per così dire, si tratterà semmai di 
vedere quale delle tre è preferibile. Ma allora quello che fa Trigeorgis è un 
confronto tra le varie sottostrategie di E non un confronto tra E e D; nella 
discussione che segue, egli confronta solo le alternative di esercizio in t1 o 
t2 con il mantenimento dell'opzione sino a T, asserendo di effettuare un 
confronto tra E e D. Così non è, come abbiamo visto. 
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minore è il valore delle costanti k1 e k 2 tanto maggiore è la 
perdita di valore del progetto per effetto dell'ingresso della con-
correnza, tanto minore il valore dell'attesa e quindi il valore Fn 
rispetto aFE. Analogamente, un incremento nella frequenza di 
"arrivi" di concorrenti induce ad un esercizio precoce. Anche 
una riduzione dell'incertezza (quindi un decremento nel valore 
di u) implica un minor valore di differimento e quindi dell'attesa 
rendendo più conveniente l'esercizio. Infine, l'esercizio è strate-
gia ottima quando la perdita competitiva scongiurata attraverso 
l'esercizio dell'opzione (F(V, T, I)- F(V', T, I)) eccede il valore 
dell'attesa sacrificato dall' attuazione dell'investimento 
Trigeorgis dunque considera esplicitamente la possibilità di 
interazione competitiva e costruisce un modello mantendendo 
concettualmente e formalmente l'analogia con le opzioni finan-
~fl,rie. L 'esercizio di concorrenti è paragona bile alla perdita di 
dividendi di un'attività finanziaria. In questo modello Trigeorgis 
assume come note le date di ingresso di concorrenti e l'impatto 
sul valore del progetto della competizione. Pur nella sua a-
strazione questo modello è in grado di tenere conto dell'esistenza 
di una pluralità di unità decisionali in competizione tra loro. 
Successivamente Trigeorgis presenta un modello in cui l'entrata 
dei competitori avviene a date incerte e il valore dell'opzione 
dipende esplicitamente dal numero di concorrenti che esercitano 
l'opzione. In particolare, quanto maggiore è il numero dei con-
correnti che esercitano e quanto maggiore è la probabilità che 
qualcuno eserciti, tanto minore è il valore dell'opzione comune. 
Trigeorgis, nell'intento di estendere il suo modello e quindi di 
assicurare maggiore aderenza alla realtà presenta anche il caso, 
decisamente interessante, in cui V segue un moto geometrico 
5 Si noti che questo deriva appunto da Fv < FE· 
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browniano associato ad un processo discontinuo di Poisson e 
l'opzione si suppone avere durata infinita. Egli suppone che un 
"evento" consista nell'ingresso di concorrenti il cui impatto è 
tale da azzerare il valore del progetto per l'investitore. Si tratta 
di un caso particolare della situazione studiata qualche anno più 
tardi da Dixit e Pindyck e che è stato descritto in precedenza 
nel Capitolo 2. Fatto singolare è che Dixit e Pindyck non citano 
il modello di Trigeorgis (citano solo, nella loro Bibliografia, un 
suo articolo scritto nel 1987 assieme a Scott P. Mason), il che 
può far pensare che essi siano arrivati autonomamente a trattare 
il caso preannunciato qualche anno prima da Trigeorgis. 
Ad un attento esame, lo studio delle opzioni comuni deve 
svincolarsi degli strumenti della contingent claims analysis. Le 
differenze tra opzioni reali e opzioni finanziarie diventano sempre 
maggiori, se l'analisi sull'interazione tipica delle prime si fa più 
rigorosa. Mi pare sia necessario suddividere le stesse opzioni 
comuni a seconda delle caratteristiche che presentano. Ritornerò 
su questo nella seconda parte del presente lavoro. 
Riferimenti bibliografici 
Il Capitolo ha tratto ispirazione dalle considerazioni di Kester 
(1984) sulle opzioni comuni e dai modelli di Trigeorgis (1986), 
sviluppati nella sua Tesi di Dottorato. Una chiara analisi delle 
opzioni comuni si trova anche in Buttignon (1990), Gozzi (1991) 
e Donna (1992). Gli aziendalisti, pur apprezzando la metodolo-
gia introdotta, rilevano la necessità di cogliere le profonde dif-
ferenze esistenti tra opzioni finanziarie e opzioni reali. Tra 
queste la più importante è, come si è visto, la presenza dell 'inte-
razione competitiva, che rende un'opzione comune nel senso che 
la sua detenzione è condivisa da più soggetti. Sorge allora la 
necessità di tenere in considerazione anche le azioni degli al-
tri detentori dell'opzione, ciò che non avrebbe senso fare per 
le opzioni finanziarie. Solo in parte la letteratura di stampo 
matematico accoglie queste istanze. Come appena accennato, 
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la seconda parte di questo lavoro è destinata a tenere in debito 
conto queste differenze e a sviluppare semplici ma significativi 
modelli in cui l'interazione competitiva non è trascurata ma al 
contrario valorizzata. 
PARTE SECONDA 

CAPITOLO 7 
PROGRAMMAZIONE DINAMICA E 
CONTINGENT CLAIMS ANALYSIS: 
DUE "INTERPRETAZIONI NATURALI" 
Introduzione 
_ La prima parte del presente lavoro è stata svolta, dal punto 
di vista della strumentazione, in modo parallelo. Sono state 
presentate due metodologie le quali, si è mostrato, conducono 
ad analoghi risultati. In questo Capitolo mi soffermerò sulle 
ipotesi assunte nella scelta dell'una o dell'altra. Esse rivelano 
differenze notevoli e una di esse sarà scelta definitivamente per 
ragioni di tipo concettuale e formale. Un notevole divario con-
cettuale sorge nel momento in cui si accoglie l'esigenza di descri-
vere l'interazione competitiva nella decisione di un investimento 
strategico; l'analogia tra opzioni reali e opzioni finanziarie si at-
tenua, si comprende come quest'ultime vivano in un ambiente 
"protetto", mentre le prime sono legate al comportamento di 
altre unità decisionali. Tenere in debito conto questi nuovi 
soggetti, in grado di incidere sul valore del progetto di inve-
stimento, comporta, da un punto di vista formale, la necessità 
di abbandonare concetti quali l'arbitraggio o il tasso atteso di 
rendimento atteso del Capitai Asset Pricing Model e assun-
zioni irrealistiche come la replicabilità del rischio di un pro-
getto attraverso attività esistenti. La valutazione dell'opzione 
reale fa riferimento a un processo di decisione individuale, in 
cui l'individuo tiene conto, secondo la propria soggettività, del 
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comportamento, delle azioni e reazioni di altre unità decisionali 
a lui concorrenti. La mia scelta è dovuta, prima ancora che a 
motivazioni di tipo formale-descrittivo, a una concezione di tipo 
filosofico e psicologico del processo di decisione. Più precisa-
mente, in questo capitolo svelo una particolare interpretazione 
naturale di tipo finanziario che semplifica la psicologia del de-
cisore nel momento in cui si adotta la contingent claims analysis 
per la valutazione delle opzioni reali e qualora l'adozione della 
programmazione dinamica vincoli la scelta del tasso di attualiz-
zazione a tassi di interesse relativi ad attività con caratteristiche 
di rischio comparabili con il progetto in questione. L'adozione di 
una interpretazione di tipo economico-sociale mi offrirà il destro, 
negli ultimi capitoli, di integrare il modello di programmazione 
dinamica con un modello più "vago", attento alla valutazione 
q_ualitativa del decisore, legata alle sue caratteristiche sogget-
tive. 
7.1 CCA e PD a confronto 
Il valore F di un'opzione ad investire può essere calcolato, 
come si è visto nella prima parte, sia con l'option pricing sia 
con la programmazione dinamica. Dixit e Pindyck, che si sof-
fermano su questo aspetto, affermano che i due metodi sono 
analoghi, portano a risultati analoghi (identici se e = r = J-L) 
e che la scelta tra le due strumentazioni dipende dalle ipotesi 
sottostanti il modello. Intendo mostrare in questo Capitolo che: 
l) le ipotesi assunte nel modello di contingent claims analy-
sis (d'ora in poi C C A) sono più irrealistiche rispetto a quelle 
assunte con la programmazione dinamica (d'ora in poi PD); 2) 
l'uso della CC A appiattisce la descrizione e l'interpretazione del 
processo di decisione attuato da un agente economico; 3) la P D 
è più flessibile come strumento di valutazione e più adatta ad 
estensioni del modello; 4) la P D risulta più naturale nella de-
scrizione degli obiettivi, delle regole, delle strategie, è più chiara 
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nella sua essenza dinamica e non distorce, in prima istanza1 , il 
processo psicologico dell'individuo. 
I quattro punti sono in realtà inestricabilmente connessi e 
non conviene trattarli separatamente. È tuttavia importante 
rilevare che, per quanto concerne le ipotesi dei modelli, Dixit 
e Pindyck (1994) sembrano volere evitare di scegliere una delle 
due metodologie. Si desume, da ciò che scrivono, che la duplicità 
della strumentazione sia un arricchimento e non un limite in 
quanto permette di coprire un numero di casi assai grande. E 
da un certo punto di vista lo è senza dubbio, per il fatto che 
strumentazioni diverse portano con sé interpretazioni diverse e 
quindi un miglioramento a livello interpretativo. La casistica 
studiata nel loro lavoro si presta a questa duplicità, come pure 
la maggior parte dei casi studiati in letteratura. 
__ Si analizzino dunque le ipotesi differenziali della CC A e della 
P D, escludendo cioè le ipotesi che esse hanno in comune. La 
CC A prevede numerosi ipotesi che conducono alla nota formula 
di Black-Scholes; tra queste l'uso del tasso p di rendimento 
derivante dal Capitai Asset Pricing Model e l'assenza di arbi-
tr-aggio. Ad esse si aggiunge la pesante assunzione di possibilità 
di negoziazione del progetto sui mercati o di replicabilità dello 
stesso mediante attività finanziarie già esistenti nei mercati di 
capitali. Il tasso f.-L deriva dall'applicazione del modello C AP M 
che lo esprime in relazione a (}. Ma il modello C AP M si regge 
interamente su un'ipotesi di utilità quadratica. Ciò vuol dire che 
il tasso f.-L ricavato dalla condizione di equilibrio è tipico di un in-
dividuo la cui soggettività è di tipo quadratico. 2 Dixit e Pindyck 
affermano che, dal punto di vista del tasso di attualizzazione, 
l'uso della CC A fornisce un tasso derivante da un modello ge-
nerale di equilibrio del mercato, mentre l'uso della P D comporta 
1 La rilevanza di questo inciso sarà compresa pienamente negli ultimi 
due Capitoli. 
2 Altri problemi sorgono nell'applicazione del CAP M alle decisioni di 
investimento industriale. Si veda, al proposito, Mullins (1982), e il ricco 
manuale di Brealey e Myers ( 1992). 
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la scelta esogena di un tasso di interesse. Se la scelta esogena è 
uno svantaggio, come pare di dedurre da ciò che essi scrivono, lo 
svantaggio è comune alle due metodologie, con la differenza che 
il tasso J-1, trovato endogenamente mediante ipotesi di equilibrio 
dei mercati, si regge su una scelta esogena del tipo di funzione 
di utilità del decisore. Il tasso 1-1 cioè deve essere utilizzato da 
un individuo con funzione di utilità quadratica, mentre il tasso 
di attualizzazione {} viene scelto soggettivamente dal decisore. 
Questa differenza costituisce, semmai, un vantaggio della P D 
rispetto alla CC A, dove la soggettività è imposta e non lasciata 
libera come nella prima. L'asserzione ulteriore secondo cui il 
tasso e 
'has the interpretation as the opportuni ty cost of cap-
i tal, and therefore it should equal the return the in-
vestor could have earned on other investment oppor-
tunities with comparable risk characteristics' 3 
non è secondo il mio modo di vedere condivisibile. La possibilità 
lasciata all'individuo di scegliere il tasso di. attualizzazione è di 
per sé un vantaggio, perché rispetta la sua soggettività senza 
imposizione esogena. Ma la precedente asserzione nasconde 
un'ipotesi che si aggira anche sotto le due ipotesi di assenza 
di arbitraggio e di replicabilità del progetto sul mercato. Dire 
che {} deve essere uguale ( should equa l) al tasso di rendimento 
di attività alternative che abbiano lo stesso rischio del progetto 
( comparable risk characteristics) significa, a mio parere, svilire le 
profonde implicazioni esistenti in un processo di scelta. Quando 
un imprenditore sceglie di intraprendere un'attìvità tra diverse 
alternative egli non si presenta neutro di fronte ad esse col Van-
gelo della massimizzazione della ricchezza. La sua scelta dipende 
dal contesto culturale, ambientale, familiare in cui vive, dipende 
altresì dalla sua indole, dalla sua personalità, dalle sue pecu-
liarità soggettive di individuo. Analogamente, l'intrapresa di un 
3 Dixit-Pindyck. op.cit., p. 114, il corsivo è mio. 
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investimento non è dettata unicamente da considerazioni di mas-
simizzazione di ricchezza avulse dalla personalità e dai desideri 
del decisore. Se la massimizzazione della ricchezza fosse l'unico 
obiettivo, molti imprenditori avrebbero convenienza a investire 
in mercati finanziari più che in attività reali, nei periodi di crisi 
essi non esiterebbero ad abbandonare l'attività reale intrapresa 
per l'acquisto di anonimi titoli finanziari. La scelta di investi-
menti alternativi non può quindi essere appiattita andando a 
pescare quelli dalle caratteristiche di rischio simili, perché può 
accadere che tali investimenti non siano per nulla interessanti 
agli occhi dell'investitore. Un imprenditore, ad esempio, può 
trovarsi di fronte a due alternative molto diverse tra loro, da lui 
stesso designate come alternative rilevanti. Perché mai dovreb-
bero avere lo stesso rischio per essere confrontate? Supponiamo 
che un imprenditore intraveda la possibilità di estendere la sua 
attività in due direzioni possibili. Egli può allargare il pro-
prio campo di attività decidendo di entrare in un nuovo set-
tore industriale oppure di espandere la propria attività corrente 
attraverso una progressiva internazionalizzazione della propria 
azienda. Si supponga che egli sia egualmente attratto da queste 
due alternative e che decida di scegliere quella tra le due che 
risulti più conveniente dal punto di vista della massimizzazione 
della ricchezza. Si supponga che i due investimenti non siano 
confrontabili in termini di rischio e che la prima alternativa ab-
bia lo stesso rischio di una terza alternativa costituita da un 
titolo o portafoglio di titoli negoziati su mercati di capitali. Se-
condo quanto implicato da Dixit e Pindyck la prima alternativa 
andrebbe valutata attualizzando i flussi al tasso del portafoglio 
suddetto e non secondo il tasso di rendimento della seconda al-
ternativa. Ma il decisore ha escluso a priori la terza alternativa 
sulla base di considerazioni che non hanno nulla a che vedere 
con il criterio di massimizzazione della ricchezza. Un imprendi-
tore non valuta tutte le alternative possibili e immaginabili nel 
campo dell'economia ordinandole in base al principio di mas-
simizzazione della ricchezza. Questo principio agisce dopo aver 
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selezionato le alternative preferite e ritenute equivalenti sulla 
base di altre considerazioni. Un agente economico con la disponi-
bilità di una somma da investire preseleziona alcune alternative 
tra le quali sceglie quella che effettuerà. L'equivalenza delle al-
ternative che egli ha preselezionato e che nessun altro può con-
testare viene poi, in seconda istanza risolta attraverso il princi-
pio di una maggiore convenienza economica. 
'Ritengo che la creazione artisitica sia un processo 
di massimizzazione sottoposto a costrizioni, e che le 
buone opere d'arte siano espressioni locali di quel che 
gli artisti stanno massimizzando. [ ... ] Io sostengo che 
la pratica degli artisti può essere compresa solo in 
base all'assunzione che ci sia qualcosa che essi cer-
cano di massimizzare, facendo "la cosa giusta", e 
che in tal senso il loro comportamento appartiene al 
campo generale dell'azione razionale. [ ... ] L'artista, 
in qualsiasi campo espressivo lavori, si confronta 
inizialmente con un 'infinità di configurazioni possi-
bili delle unità elementari della sua arte, quali let-
tere, parole, appunti, pennelli. L'insieme di opzioni 
disponibili non solo è ampio, ma anche estremamente 
vario, ossia ampio in ciascuna di un grande numero 
di dimensioni. L'ampiezza delle possibili opere d'arte 
impone quindi la necessità di una strategia di scelta 
in due tappe. Anzitutto l'artista deve ridurre l'insie-
me di opzioni disponibili a una dimensione più padro-
neggiabile, imponendosi ulteriori costrizioni. E poi, 
deve esercitare propriamente il suo talento creativo, 
scegliendo all'interno del ridotto insieme di opzioni 
disponibili una specifica configurazione di unità ele-
mentari che rappresenti l'espressione locale della sua 
funzione oggettiva. Scegliere direttamente all'interno 
del totale insieme di opzioni disponibili non sarebbe 
razionale perché occorrerebbe tener conto di troppe 
possibilità. ' 4 
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È interessante notare come questa osservazione relativa al com-
portamento di un'artista possa essere parafrasata per ottenere 
il mio stesso ragionamento relativo al comportamento razionale 
di un agente economico. Le dimensioni di opzioni di cui io 
tratto sono relative alla diversa natura delle possibili inizia-
tive imprenditoriali. L'agente economico deve ridurre le dimen-
sioni delle opzioni, imponendo a se stesso (anche se non sempre 
consapevolmente) delle costrizioni. All'interno delle opzioni di-
sponibili così selezionate egli cerca una specifica configurazione 
di azione che massimizzi la sua 'funzione oggettiva'. Se la 'di-
mensione' finanziaria è stata esclusa non è lecito farla rientrare 
nel processo di decisione. La selezione di due alternative tra 
le tante possibili esclude già implicitamente la terza relativa 
all'investimento in titoli finanziari. Tra le due selezionate il 
decisore sceglierà la 'configurazione' che massimiz.zi la sua 'fun-
zione oggettiva', configurazione che avverrà, poi, secondo il cri-
terio di convenienza economica. Il processo di decisione si av-
vale di costrizioni autonomamente imposte dal decisore, di cui è 
necessario tenere conto per evitare equivoci interpretativi e pre-
Sf"rittivi in un criterio di scelta. Tenere conto di tutte le opzioni 
disponibili non è razionale, a mio parere, non solo perché, come 
scrive Elster, 'occorrerebbe tener conto di troppe possibilità' ma 
anche e soprattutto perché ciò significherebbe negare al decisore 
una sua propria volontà imponendogli ex cathedra un criterio che 
non considera la sua propria soggettività (nel caso dell'artista 
citato da Elster tale soggettività è implicita, poiché il processo di 
massimizzazione è riferito ad un obiettivo di cui l'artista stesso 
è giudice). 
La libertà nella scelta di {! non deve essere esogenamente vin-
colata, ma deve rispecchiare i criteri di selezione usati per la 
cernita delle alternative tra cui scegliere. Se vediamo il tasso {! 
come tasso di reinvestimento di flussi finanziari, perché il rein-
vestimento deve essere supposto necessariamente in relazione 
4 J. Elster (1983), pp. 97-98, il corsivo è mio. 
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ad un'attività che presenta le medesime caratteristiche di n-
schio? Un individuo può investire in un'attività (finanziaria o 
industriale) e reinvestire i flussi scaturenti dall'operazione come 
meglio crede, magari per farsi un orto in giardino, o, se ha uno 
spiccato spirito imprenditoriale, nella costruzione di una serra, 
oppure nella compravendita di abiti per signora o nell'attività di 
cartomanzia. I suddetti investimenti possono ben avere carat-
teristiche di rischio diverse dall'operazione da cui fuoriescono i 
flussi finanziari, ma se si è massimamente interessati alla attività 
di cartomanzia, il cui tasso di rendimento (decisamente elevato 
a quanto pare) è e, e si conviene con se stessi che i flussi sca-
turenti dall'operazione principale verranno utilizzati per com-
prare carte, sfere, tarocchi, amuleti, o per arredare una stanza 
in cui predire il futuro ai clienti, e che l'investimento intrapreso 
rappresenta uno storno di fondi che altrimenti andrebbero im-
piegati per l'attività di cartomanzia, non vi è motivo per non 
ritenere e come il corretto tasso di attualizzazione dei flussi, e 
per adottare invece forzosamente il tasso di un'attività che, pur 
essendo irrilevante per l 'investitore, ha il solo vantaggio ( vantag-
giu dal punto di vista finanziario, punto di vista che è stato per 
l'appunto escluso nel primo stadio del processo di scelta) di avere 
lo stesso rischio dell'operazione di riferimento. 5 Questo modo 
di ragionare adotta quella che Feyerabend definisce, pur in altro 
contesto, un'interpretazione naturale di un fenomeno. Questa 
interpretazione naturale, propria della CC A, è in atto anche 
quando pur utilizzando la P D si sostiene che l'investimento a 
tasso e debba avere caratteristice di rischio simile all'investimen-
to in questione. L'interpretazione naturale agisce nel senso di 
interpretare la scelta di attività in senso finanziario, a parità 
5 Ritengo, coerentemente con questo ragionamento, che i flussi (aleatori) 
di un'operazione industriale possano eventualmente essere attualizzati con 
un tasso di rendimento certo, se l'investitore decide di prelevare e ver-
sare fondi allo stesso tasso certo g (ad esempio dal conto corrente!) e se 
quell'attività con rendimento certo è ritenuta come l'alternativa all'opera-
zione industriale. 
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di rischio e in base al tasso di rendimento più elevato. Ma il 
confronto tra attività con caratteristiche di rischio simile può 
non essere plausibile se le alternative non sono ritenute omo-
genee dall'investitore. Viceversa il confronto tra attività dalle 
caratteristiche di rischio dissimili può avere ragione d'essere se 
quelle sono le alternative rilevanti per l'investitore. Parlare di 
rischio simile in questo caso significa ragionare in termini di 
mercati finanziari: ma ciò che io intendo fare (adottando l'uso 
della P D) è proprio uscire dalle speculazioni (in senso latino) 
dei mercati finanziari. Non si deve dunque rimanere ancorati a 
questa visione che funziona perfettamente nell'ipotesi di opzioni 
finanziarie in cui, per scelta, l'individuo decide di investire sui 
mercati di capitali. L'allocazione del proprio capitale fa riferi-
mento non solo al criterio di massimizzazione della ricchezza ma 
ad altri criteri di comportamento. Fintanto che si parla di mer-
cati finanziari è possibile accettare l 'approssimazione per cui la 
massimizzazione della ricchezza è il faro che guida il comporta-
mento (quindi si valutano i rendimenti delle attività a parità di 
rischio), ma quando si passa a fenomeni di carattere economico-
suciale (l 'aggiunta del secondo aggettivo non è casuale) sorgono 
altre determinanti che interagiscono col criterio "finanziario". 
Le scelte economico-sociali non sono scelte esclusivamente "fi-
nanziarie", lo sono solo in parte. È importante cercare di isolare 
la parte finanziaria per dare rilievo agli altri fattori che agiscono 
sul processo di scelta, altrimenti si commettono errori a livello 
interpretativo. Un'opzione di investimento non è solo qualcosa 
che "cade sulla testa" ma è anche qualcosa che si sceglie. Un im-
prenditore ha sempre di fronte a sé opzioni di qualche tipo. La 
valutazione finanziaria di una o più opzioni deriva dal fatto che 
quella o quelle opzioni sono state ritenute rilevanti per l 'azienda 
per mezzo di considerazioni non finanziarie, che di finanziario 
(cioè di massimizzazione della ricchezza) possono avere molto 
poco. Nel momento stesso in cui un'azienda decide di intrapren-
dere un 'analisi di valutazione di diverse opzioni di investimento 
(valutazione in cui sarà predominante o esclusivo un criterio 
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di convenienza economica), essa ha già in realtà operato una 
preselezione sulla base di criteri non necessariamente o non e-
sclusivamente finanziari. 
L'assenza di arbitraggio e la replicabilità del progetto presen-
tano lo stesso difetto. Prima di analizzarlo in dettaglio, vorrei 
far notare quanto stringente possa essere la ipotesi di replica-
bilità del progetto, anche dal solo punto di vista della realiz-
zabilità. Si sta parlando di investimenti strategici, il cui rischio 
è spesso imprevedibile e difficilmente gestibile. Si pensi alla 
volontà di un'azienda di ampliarsi o internazionalizzandosi o 
integrandosi a valle o a monte o entrando in una nuova area 
d'affari. Tale decisione è in primo luogo una decisione di carat-
tere strutturale che cambia la formula imprenditoriale dell'azien-
da nonché il contesto in cui essa opera. Il carattere strategico di 
Uil investimento implica la considerazione di elementi che non 
possono essere sempre presenti nella valutazione di un titolo fi-
nanziario la quale rispecchia la legge della domanda e dell'offerta 
di merci ad alto grado di negoziabilità. Anche il legare l'idea 
di un prezzo o più prezzi, con la loro aleatorietà, al rischio di 
u~ investimento strategico, che implica molteplici complicazioni 
a livello strutturale, è decisamente riduttivo. Si potrebbe o-
biettare allora che lo stesso uso della P D è incongruo giacché 
bene o male anche essa assume un moto geometrico browniano 
che semplifica il problema della gestione del rischio. Ma innanz-
itutto questa non è un'obiezione a favore della CC A (semmai, 
è del tipo "muoia Sansone con tutti i filistei"), ma quello che 
io critico non è l'uso del moto geometrico browniano (visto che 
sto concentrando l'attenzione sulle ipotesi differenziali e non su 
quelle comuni) ma l'idea che i parametri a e a di quel moto 
possano essere ottenuti guardando al mercato finanziario. Il mio 
ragionamento può essere ritenuto estremo, nel senso che alcune 
volte è plausibile che la replica di cui si parla sia realizzabile. Ma 
in primo luogo è importante sgombrare il campo da idee di larga 
applicabilità della CC A, in secondo luogo il crollo avviene co-
munque a livello filosofico-psicologico, nel momento in cui viene 
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valorizzata la componente di soggettività del decisore stesso. Un 
investimento in Ricerca e Sviluppo è un investimento su cui il 
decisore può fare scommesse in modo soggettivo, per il quale 
egli può decidere quale a debba essere considerato nel moto 
browniano. Ma ben difficile risulterebbe replicare il rischio di 
tale investimento con attività già esistenti. Se la Ricerca ha 
lo scopo proprio di creare una attività nuova (sia essa bene di 
consumo, durevole, materiale o immateriale, servizio o che al-
tro non importa) come si può pensare di replicarla con qualcosa 
di già esistente? È lecito replicare qualcosa di esistente con 
qualcosa di esistente, ma è curioso voler replicare l'inesistente 
con l'esistente! Senza parlare dei paesi (come l'Italia) in cui i 
mercati sono ben lungi dall'essere perfetti. Ma, come prean-
nunciato, ciò che mi sta a cuore è ancor più che l'idea di una 
s_emplice inapplicabilità della CC A; l'idea che l'uso della CC A 
nella valutazione delle opzioni strategiche può essere criticato 
perché appiattisce il processo di decisione, che io affermo es-
sere inerente alla p~rsona singola. L 'argomento dell'arbitraggio 
e della replicabilità (di per sé spesso inapplicabile, soprattutto 
per investimenti strategici) trasferito di sana pianta nel campo 
degli investimenti industriali è retto da considerazioni semplici-
stiche della natura umana. In un modello matematico non si 
può, certo, rendere conto di tutte le sfumature del pensiero di 
un individuo, ma è certo necessario non commettere l'errore di 
forzare il processo di decisione fino al punto di distorcerlo. La 
replicabilità è un'ipotesi chiave per la CC A ed è necessaria per 
introdurre un'altra ipotesi indispensabile per valutare l'opzione 
reale: l'assenza di arbitraggio. L'assenza di arbitraggio, nella 
valutazione delle opzioni finanziarie, ha un senso ben preciso e 
un significato profondo: non può esistere arbitraggio in equi-
librio perché eventuali possibilità di arricchimento indebito ver-
rebbero subito meno attraverso il gioco della domanda e della 
offerta. Nascosto in tutto ciò si cela ancora un'interpretazione 
naturale dell'investitore finanziario. Quest'ultimo investe in 
attività finanziarie per massimizzare la propria ricchezza. Ma 
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per l'investitore reale è necessario modificare l'interpretazione 
naturale: la massimizzazione della ricchezza come principio di 
condotta agisce in modo spurio, in particolare successivamente 
alla selezione delle alternative rilevanti. Applicare l'argomento 
dell'arbitraggio all'investitore reale significa mantenere la stessa 
interpretazione naturale per un soggetto che si presenta con 
caratteristiche diverse. 
Procediamo con ordine: si supponga che un imprenditore de-
cida di investire una somma di denaro e che egli decida di in-
vestire una parte in attività finanziarie e un'altra in una pizze-
ria, perché ha sempre amato le pizze ed ha sempre desiderato 
essere a contatto con gente diversa. Se è interessato a valutare 
un'opzione su una attività finanziaria non ha che da applicare la 
formula di Black-Scholes la quale tiene conto dell'assenza di arbi-
traggio perché ovviamente chi investe in attività finanziarie mira 
alla massimizzazione della propria ricchezza. Dovessero sorgere 
opportunità di arbitraggio e cioè di incremento della propria 
ricchezza, tutti, compreso il nostro imprenditore, le sfruttereb-
bero. Ma il nostro imprenditore ha già scelto l'investimento 
m_- attività finanziarie ed è nell'ambito di attività finanziarie 
che si può parlare di massimizzazione della ricchezza e quindi 
di arbitraggio. La parte non investita in attività finanziarie è 
stata investita in un'attività reale, non per motivazioni di tipo 
finanziario. Per il nostro imprenditore non è rilevante che la 
pizzeria garantisca un rendimento economico superiore alle at-
tività finanziarie (tutt'al più si può dire che essa deve essere re-
munerativa e che deve essere gestita nel modo più efficiente pos-
sibile, il che è tutt'altra cosa), perché la scelta dell'investimento 
in pizzeria è stato fatto sulla scorta di un ragionamento che fa 
riferimento a gusti (mi piace la pizza), carattere (amo stare con 
la gente), personalità (mi piace svolgere l'attività di imprendi-
tore). Il ragionamento dell'arbitraggio è sacrosanto 'in a well-
developed market with [ ... ] profit-seeking individuals' (Varian 
(1987)). Ma se un'attività è stata scelta per motivazioni non (o 
non esclusivamente) 'profit-seeking', includere tali attività nel 
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ragionamento dell'arbitraggio è improprio, si forza l'individuo 
a seguire l'originaria interpretazione naturale che qui si vuole 
invece escludere. L'arbitraggio si compie con la vendita di un 
portafoglio e l'acquisto di un altro, i quali diano luogo a per-
formance identiche ed abbiano valore corrente diverso. La ven-
dita dell'uno o dell'altro è indifferente perché sono irrilevanti le 
caratteristiche non finanziarie dei portafogli. Ciò che conta è 
il risultato finanziario. Così gli ingredienti dei panieri sono ri-
levanti solo per i loro rendimenti. Ma non può essere così per 
un'attività reale. Non avrebbe senso fare arbitraggio tra attività 
reali o tra attività reali e attività finanziarie, perché gli investi-
menti reali non sono beni fungibili. Un imprenditore non valuta 
la propria azienda e quindi la propria attività e i propri inve-
stimenti mediante il valore numerario del prezzo di un'azione. 
Questo atteggiamento può essere riferito a un investitore fi-
nanziario non ad un imprenditore. Non ha gran senso dunque 
stabilire un'assenza di arbitraggio con portafogli contenenti at-
tività reali, in quanto sotto l'egida dell'arbitraggio si stravol-
gono le determinanti del processo di scelta di un individuo. 
E-trasparente l'applicazione dell'interpretazione finanziaria per 
i comportamenti economico-sociali se si pensa non alla nego-
ziazione diretta del progetto sul mercato finanziario ma alla sua 
replicabilità attraverso un titolo o un portafoglio di titoli già 
esistente. Il ragionamento è il seguente: il progetto reale A ha 
le stesse caratteristiche di rischio di (è perfettamente correlato 
con) un titolo (o portafoglio) B esistente sul mercato e quindi 
(secondo al CAP M) ha lo stesso rendimento atteso; in base a 
ciò, un'opzione su A deve avere lo stesso rendimento di valore di 
un'opzione su B. L'ipotesi dell'assenza di arbitraggio viene in-
trodotta fingendo che l'attività in questione sia il portafoglio fi-
nanziario A e non l'attività B. Ma A e B non sono, per un agente 
economico, lettere indistinte come simboli convenzionali, dietro 
ad esse si celano conseguenze diverse a livello personale, individ-
uale. Una pizzeria non è un'azione e non è neppure un indistinto 
cestino di titoli finanziari messi insieme. Si può dire: sia la pizze-
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ria sia il portafoglio mi fanno guadagnare soldi, coi quali posso 
andare in vacanza, che differenza fa guadagnarli in un modo 
o nell'altro? Una siffatta domanda rivela che l'interpretazione 
naturale di stampo finanziario è più radicata che mai. Non è la 
stessa cosa starsene davanti al televisore tutto il giorno mentre i 
titoli accrescono il loro valore o stare davanti un forno a legna a 
impastare pizze o a intrattenere i clienti6 • Non è una questione 
meramente pratica, ma molto più complessa, che coinvolge i 
desideri, le aspirazioni, i pensieri, la cultura, il carattere di una 
persona, che, in quanto persona, non può a mio parere essere 
ricondotta a un manichino finanziario. Sto quindi sostendendo 
la tesi che i processi di scelta in campo economico (e, in quanto 
tali, gli investimenti industriali) sono dettati anche da moti-
vazioni altre rispetto a quelle finanziarie e di esse è necessario 
tenere conto per evitare di impoverire a livello interpretativo e 
prescrittivo i modelli matematici con i quali si descrive un pro-
cesso di decisione. L'ottica finanziaria compie due errori: l) for-
malizza i comportamenti di un agente economico sottolinendo la 
sua natura "economica", 2) annulla la complessità dell'aggettivo 
~conomico" imponendone una deviazione di significato pla-
smandolo e facendolo coincidere con l'aggettivo "finanziario". 
L'interpretazione finanziaria viene da me modificata in quanto 
io mi soffermo sul sostantivo "agente" e amplio l'aggettivo "eco-
nomico" sopprimendo l'identità economico=finanziario e sco-
prendo invece altre sfumature. L'adozione di questa nuova in-
terpretazione non è un mero esercizio di stile ma cambia radi-
calmente il modo di vedere i processi di decisione e quindi, in 
particolare, la valutazione delle opzioni reali, oggeto del pre-
sente lavoro. Esso non solo dà ragione della adozione della 
P D come strumento di valutazione delle opzioni reali, ma rivela 
la necessità di qualcosa che vada oltre a una costrizione for-
male, che si aggiunga e si integri ad esso al fine di ottimiz-
zare (qualunque cosa questo verbo voglia dire) il comporta-
6 E non si intende proprio che la prima dovrebbe essere la soluzione 
migliore. 
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mento del nostro agente economico. Tale necessità viene accolta 
negli ultimi due Capitoli con l'introduzione della logica "vaga" 
ed era quindi indispensabile anticiparne la filosofia che li guida 
nell'esposizione. 
La scelta della P D come strumentazione di base, che ormai 
appare inevitabile, deve garantire la nuova interpretazione che 
ho dato e rivelare la flessibilità operativa necessaria. In effetti 
essa non dà alcun disturbo all'interpretazione vista, salta ogni 
argomento di tipo finanziario, ogni confronto con attività fi-
nanziarie è rimosso, l'unico confronto avviene con il processo 
di attualizzazione che opera ad un tasso 12 scelto dal soggetto 
stesso, con un grande vantaggio in termini di ottimizzazione del 
proprio comportamento. Egli sa quali sono gli investimenti al-
ternativi rilevanti per lui, quali destinazioni prenderanno i flussi 
fuoriuscenti dall'investimento e nessuno gli limita la libertà di 
scelta. A questo punto il decisore può decidere qual è il mo-
mento migliore per investire, essendo interessato a massimiz-
zare (ora sì, ma solo ora!) il rendimento del suo investimento 
e, soprattutto, a non ricavarne una performance negativa. La 
fl~ssibilità del P D fa il resto: essa è tale da permettere l'adozione 
di qualsivoglia indice di riferimento per valutare la convenienza 
economica dell'investimento. Con la CC A si è costretti a pen-
sare sempre in termini di prezzo di attività, la P D può an-
dare oltre. L'investitore può ritenere opportuno utilizzare altri 
indici di osservazione diversi dal prezzo ed eventualmente del 
tutto indipendenti dall'evoluzione di quello. Si può pensare a 
molti parametri: la domanda del mercato, il numero di imprese 
esistenti nel settore, il numero dei distributori, la quantità di 
investimenti pubblicitari, la quantità di produzione, di scorte e 
altri innumerevoli fattori rilevanti. La P D non è sconvolta più di 
tanto dalla babele di questi indici e dalla scelta di uno qualsiasi 
di essi. La CC A è invece paralizzata, non potendo trattare nulla 
che non sia replicabile e che non abbia un prezzo sul mercato, 
anzi nulla che non abbia un prezzo: come ricavare infatti gli a 
e i u del processo in questione? Non certo dal mercato, ciò che 
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non avrebbe più alcun senso fare con gli indici succitati. Deve 
essere il decisore stesso a stimare i parametri senza possibilità 
di ricavarli da ragionamenti di equilibrio di mercati finanziari. 
Dando la libertà completa al decisore è possibile trattare anche 
modelli particolari, come quelli che prevedono che il paramettro 
di osservazione sia dato dal comportamento di un concorrente (si 
veda l'Appendice 3). Le sue opinioni sul concorrente verranno 
espresse da soggettivi valori dei parametri, laddove la CC A è 
ormai completamente spiazzata e incapace di estendere i propri 
risultati. 
L'adozione della P D risulta anche concettualmente più na-
turale. In essa sono chiari gli obiettivi, chiara la dinamica tem-
porale, chiaro il comportamento del decisore, che effettua peri-
odo per periodo un confronto tra l'investimento e l'attesa con-
f_!"()ntando due quantità. Il confronto di queste due quantità 
permette anche di vedere il nuovo processo decsionale come una 
estensione e non come un rigetto del criterio del VAN. Anche 
in questo caso il confronto avviene fra due VAN, ma essi sono 
VAN un po' particolari, riferiti non a due investimenti, ma a due 
modi di intendere l'investimento, attesa o esercizio dell'opzione. 
Quale dei due tra valore attuale netto dell'investimento e valore 
di proseguimento è maggiore determina la strategia ottima. Il 
mantenimento di questa prospettiva concettuale è utile e più sig-
nificativo, anche perché vi sono casi particolari in cui un'opzione 
di investimento deve essere esercitata se il suo valore attuale 
netto è positivo, cioè vi sono situazioni in cui il criterio del 
VAN è ancora valido (si veda il Capitolo seguente). Se con-
sideriamo quest'ultimo dunque come un caso particolare di pro-
grammazione dinamica, comprendiamo come a volte il carattere 
dinamico del processo di decisione non risulti di alcun valore an-
che se vi è la possibilità di differire la decisione. 
Essa, infine, assicura la possibilità di estendere in modo na-
turale la descrizione del problema di scelta, formalizzato come 
un problema di optimal stopping, inclusa la possibilità di confi-
gurare la regione di optimal stopping con un processo stocastico 
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di tipo diverso, ad esempio: 
{ 
aPdt +a Pdz 
dP= 
g(P, u)dt + O"(P, u)dz 
per P< P* 
per P~ P* 
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dove u rappresenta una variabile di controllo a disposizione 
delll'investitore la quale diventa attiva solo nel momento in cui 
egli attua l 'investimento. Le motivazioni che conducono alla 
necessità di considerare processi più generali nella regione di 
optimal stopping fanno riferimento alla esigenza, prospettata 
alla fine della prima parte del presente lavoro, di dare adeguata 
rappresentazione formale alla possibilità per l'investitore di de-
terminare il valore del progetto e di tener conto dell'interazione 
competitiva. La CC A non sembra idonea a trattare formal-
mente questa estensione di notevole significatività, la P D si 
adatta agevolmente. 
Un ultimo importante argomento anticipa alcuni sviluppi 
trattati negli ultimi due Capitoli. Esso inerisce alla possibilità 
di integrare in modo meno innaturale (dire più naturale sarebbe 
troppo) un'analisi quantitativa e un'analisi qualitativa dell'am-
biente di decisione. In corrispondenza dell'introduzione, a mio 
parere indispensabile, di elementi "vaghi" ai fini della scelta 
tra attesa e investimento, il mantenimento della CCA sarebbe 
inadatto per difficoltà nella gestione dell'integrazione perché 
l'interpretazione naturale della CC A renderebbe acrobatica la 
coesistenza con elementi "vaghi" che valorizzi informazioni sup-
pletive e di altra natura (vaga appunto) rispetto a quelle di 
carattere finanziario. La CC A pretende infatti di inglobare il 
mondo in sé, quando è il mondo invece ad inglobare la CC A. 
Questa distinzione è molto importante e paradossalmente riten-
go che la CC A nel momento in cui ha dato vita al concetto delle 
opzioni reali, rendendo un grande contributo allo studio delle 
decisioni di investimento strategico per investitori economico-
sociali, ha contestualmente creato le basi per il suo supera-
mento. Essa ha avuto l'indubbio vantaggio di porre alla luce 
l'aspetto dinamico di una decisione di investimento a partire 
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da un contratto tra operatori finanziari. La connessione logica 
tra opzioni finanziarie e opzioni reali risulta da questo punto di 
vista sorprendente. E in prima istanza l'utilizzo di metodologie 
proprie dei mercati finanziari ha apportato un indubbio benefi-
cio alla tradizionale metodologia del capitai budgeting sia sotto 
l'aspetto tecnico sia soprattutto sotto l'aspetto interpretativo. 
Ma il limi te consiste proprio nel voler piegare fenomeni esterni al 
mondo finanziario alla propria ottica, avviluppare, come detto, 
il mondo dentro di sé. Quello che io intendo rilevare è la ne-
cessità di operare il processo opposto, cioè considerare l'ottica 
finanziaria dentro ai fenomeni economico-sociali: questi ultimi 
hanno qualcosa di più, elementi, fattori, determinanti ancor più 
complessi desiderosi di farsi studiare e integrare con modelli for-
mali di grande ausilio ma inevitabilmente rigidi e approssimati. 
Commenti conclusivi 
La scelta definitiva in questa seconda parte ricadrà dunque 
sulla strumentazione della P D e i problemi di scelta verranno 
impostati come problemi di optimal stopping. 
-- Riassumo qui le motivazioni che stanno alla base del definitivo 
rigetto della CC A in questa sede: 
(l) le opzioni finanziarie solo in prima approssimazione pre-
sentano una forte analogia con le opzioni reali. Essa è 
molto più labile ad un approfondimento successivo; 
(2) le differenze sorgono innanzi tutto quando si intravede la 
necessità di considerare agenti economici i quali presentano 
peculiarità individuali e interagiscono tra di loro; 
(3) l'ipotesi di replicabilità del progetto sui mercati finanziari 
è soddisfatta in pochi casi, soprattutto se si sta affrontando 
la valutazione di una opportunità strategica; 7 
( 4) l'uso implicito del C AP M porta a considerare solo investi-
tori con funzione di utilità quadratica; 
7 Tale ipotesi in caso di moto geometrico browniano associato a un moto 
discontinuo di Poisson con tasso medio di arrivo di un evento pari a À è 
inoltre altamente irrealistica. 
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(5) laCCA è tecnicamente non idonea a trattare progetti il cui 
indice di convenienza non sia espresso da un prezzo ( quan-
tità di domanda, produzione, investimenti promozionali di 
un settore o addirittura comportamento di un concorrente 
del decisore); 
( 6) la CC A non sembra poter trattare, al contrario della P D, 
due processi stocastici diversi per la variabile di osser-
vazione, per il modo stesso in cui è costruita, ciò che co-
stituisce un limite alla sua estensione concettuale; 
(7) la P D ha un maggior valore interpretativo per il processo 
di decisione, in particolare si mostra come una naturale 
generalizzazione dinamica del criterio del VAN (e in alcuni 
casi ad esso ritorna, come si vedrà in seguito); 
A questi si aggiungono due fondamentali motivazioni di natura 
p_rettamente filosofica: 
(8) la CC A presuppone una concezione interpretati va rozza 
e appiattita della psicologia di un individuo nel momento 
in cui viene trasferita in un contesto non finanziario. La 
stessa interpretazione naturale agisce nell'adozione della 
P D, distorcendo il processa di scelta, nel momento in cui 
configura il necessario uso di un tasso esogenamente im-
posto anziché soggettivamente determinato. Al contrario, 
si intenderà d'ora in poi {} come tasso di un investimento 
alternativo, quale che esso sia, lasciando la configurazione 
dell'investimento alternativo da considerare alla sogget-
tività del decisore. L'interpretazione naturale di tipo fi-
nanziario viene pertanto sostituita da un'interpretazione 
economico-sociale. L 'introduzione della nuova interpre-
tazione non è rilevante solo ai fini della scelta di una meto-
dologia matematica nella descrizione dei processi di scelta 
di agenti economici, ma ha un impatto ben più rilevante, 
al punto che se la sua trattazione in questo Capitolo è 
un'arma per eliminare la CC A, le motivazioni soggiacenti 
all'interpretazione serviranno in seguito per ritenere la stes-
sa P D insufficiente per la valutazione delle opzioni reali. 
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Ad essa dovrà essere integrata una analisi più profonda e 
più "vaga" degli ulteriori elementi non quantificabili nel 
processo di scelta in un approccio soggettivo; 
(9) la CC A si presta meno, da un punto di vista concettuale 
(ma anche da un punto di vista operativo, ritengo), a 
un'integrazione con un modello "vago" di scelta di investi-
menti industriali, che presenterò più avanti, dal momento 
che essa intende applicare al mondo esterno ad essa prin-
cipi ad essa e solo ad essa inerenti. L'introduzione della 
"vaghezza" dovrà riconsiderare anche l'apporto dato dalla 
P D, non nel senso di ridimensionarlo ma di interpretarlo 
in modo diverso rispetto al problema di scelta, affinché 
esso stesso non diventi il Vangelo della decisione. 
CAPITOLO 8 
OPZIONI COMUNI REPLICABILI E 
OPZIONI COMUNI UNA TANTUM 
Introduzione 
Questo Capitolo si occupa della valutazione delle opzioni co-
l!luni, introdotte in letteratura per rendere ragione dell'esistenza 
di interazione competitiva in un settore economico. Esse ven-
gono qui suddivise in due classi che ho definito opzioni repli-
cabili e opzioni una tantum. La necessità di suddivisione con-
cettuale delle opzioni comuni sorge quando si inquadra in modo 
p[ù approfondito il problema di un processo di decisione in am-
bito interattivo. Non tutte le opzioni comuni hanno la stessa 
natura e ciò suggerisce di trattarle in modo differente: si può 
pensare, in particolare, di incidere sul valore del progetto e, in-
direttamente, sul valore dell'opzione, oppure direttamente sul 
valore dell'opzione stesso. Le opzioni replicabili costituiscono 
quel gruppo di opzioni comuni detenute da una moltitudine di 
concorrenti ed esercitabili da ciascuno di essi; le opzioni una tan-
tum sono opzioni singole, uniche, detenute da più concorrenti i 
quali perdono la detenzione se uno di essi esercita l'opzione. 
In particolare, mi soffermerò sulla seconda classe, che risul-
terà importante anche nella trattazione del Capitolo 9, utiliz-
zando i processi discontinui di Poisson. Vengono trattate di-
verse situazioni esemplificatorie, in particolare si cercano re-
lazioni tra opzioni comuni e opzioni esclusive, in base al grado di 
esclusività dell'opzione. Un interessante esempio mostra come 
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l'impostazione del problema di optimal stopping consente di ri-
tornare, sotto certe ipotesi, al criterio del Valore Attuale Netto. 
Verrà infine trattato un esempio di investimento sequenziale, 
prendendo spunto da Dixit-Pindyck (op. cit.) nonché una pos-
sibile connessione tra opzioni replicabili e opzioni una tantum. 
8.1 Le due classi di opzioni comuni 
La letteratura di tipo aziendale e matematico ha fatto notevo-
li passi avanti nello studio delle opzioni reali, ma vi sono ancora 
numerosi aspetti messi in luce dagli aziendalisti che non hanno 
trovato adeguata trattazione formale. Uno di questi è estrema-
mente importante e merita particolare attenzione. Sebbene la 
teoria delle opzioni abbia dato il la a uno studio soddisfacente del 
carattere dinamico degli investimenti industriali e strategici, nu-
m~rose differenze vengono colte, come visto nel Capitolo prece-
dente, ad un più attento esame: tra queste la natura tipicamente 
"esclusiva" delle opzioni finanziarie, le quali fanno capo ad un 
unico agente che attua un processo di decisionale individuale 
prescindendo dal comportamento di altri operatori finanziari che 
rimangono del tutto estranei ed ininfluenti rispetto al risultato 
finale. I progetti di investimento di un'azienda al contrario sono 
frequentemente legati alla capacità competitiva dell'azienda e 
all 'interrelazione esistente tra le aziende ossia alla natura della 
concorrenza all'interno di un dato settore. Spesso una pluralità 
di aziende ha opportunità di investimento, o perché tale op-
portunità è replicabile da più concorrenti del settore, o perché 
l'opzione di investimento viene offerta a una moltitudine di im-
prese. Gli aziendalisti parlano di opzioni comuni (shared op-
tions) contrapposte alle opzioni esclusive (proprietary options) 
di cui dispone un unico agente. La possibilità di investire in un 
progetto di ricerca può presentarsi come un'opzione comune se 
esistono diverse aziende in grado di affrontare un tale progetto 
per capacità, competenze, disponibilità di capitali. L'acquisto 
di un'azienda ad esempio può essere effettuata da chiunque sia 
interessato ad espandersi nel settore economico in questione. 
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L'esistenza di opzioni comuni deriva dal carattere essenzialmen-
te competitivo dell'attività economica discostandosi quindi dalla 
natura di un mercato finanziario. In quest'ultimo l'agente deci-
sionale combatte contro l'incertezza di alcune variabili in gioco, 
in un settore industriale l'agente economico combatte anche con-
tro l'incertezza relativa al comportamento degli altri agenti il 
cui risultato determina sempre, direttamente o indirettamente, 
parzialmente o totalmente, il risultato dell'investimento. Poiché 
le situazioni di competizione economica non sono mai delineate 
in modo netto, ma sfumate in varie gradazioni, non basta suddi-
videre semplicemente le opzioni reali in esclusive e comuni senza 
tenere conto di possibili stati intermedi scaturenti dalla dinam-
ica competitiva. In effetti, le opzioni su attività reali sono, apri-
ori, sempre comuni; la dinamica competitiva agisce poi nel senso 
di rendere alcune di queste opzioni più o meno esclusive, instau-
rando un nesso tra di esse ed alcuni fattori propri dello spazio 
economico d'azione delle aziende concorrenti e/o da esse atti-
vati direttamente. Come visto in precedenza, Buttignon (1990) 
introduce il concetto di "meccanismi di isolamento", strumenti 
atti a difendere l'opzione e a renderla il più esclusiva possibile. 
Tra questi il diritto di proprietà si presenta come l'unico in grado 
di attuare una protezione pressoché completa di un progetto im-
prenditoriale e si estrinseca in brevetti, diritti di marchio, con-
tratti di esclusiva commerciale; in questi casi la possibilità di 
sovrappore concettualmente le opzioni finanziarie alle opzioni 
reali è, da questo punto di vista, meno restrittivo. Altri mecca-
nismi garantiscono un "isolamento" più limitato sia in termini di 
efficacia sia in termini temporali: conoscenze superiori esclusive, 
ritardi nella risposta da parte dei concorrenti, economie di scala, 
di apprendimento, etc. D'altra parte è sempre la dinamica com-
petitiva che tende anche a stemperare o cancellare il loro effetto 
man mano che essi diventano comuni a più soggetti e man mano 
che nuovi meccanismi innovativi vengono attivati da altri con-
correnti. Il gioco competitivo si rivela decisivo nella redditività 
di un investimento industriale, soprattutto se ha un carattere 
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strategico. Gli aziendalisti in particolar modo concentrano la 
loro attenzione sull'interpretazione del potenziale competitivo 
di un investimento; di grande utilità diventano dunque le analisi 
della intensità conflittuale di un settore economico, della valu-
tazione delle capacità di risposta dei concorrenti e dell'efficacia 
dei meccanismi di isolamento dell'agente decisionale. Kester, 
come visto, fa dipendere la tempistica di esercizio di un'opzione 
dalle due variabili "grado di esclusività di un'opzione" e "grado 
di intensità competitiva del settore". Donna (1992) suggerisce 
di valutare ciascuna opzione reale secondo i seguenti elementi: 
dimensione del business sotteso all'opzione, rischio del business, 
periodo di maturità dell'opzione, e appunto grado di esclusività. 
Per ciascuno di questi parametri lo schema di valutazione preve-
de l'assegnazione del giudizio qualitativo alto/medio/basso; la 
prima categoria sarà connessa ad un valore dell'opzione più alto 
rispetto alla categoria di giudizio "medio", la quale fornirà a 
sua volta un valore superiore rispetto ad un giudizio di "bassa" 
esclusività. Si pone il problema di formalizzare in modo un po' 
più preciso questi concetti e di associarli correttamente al valore 
dr un opzione reale. 
Ritengo opportuno innanzi tutto operare una distinzione al-
l'interno delle opzioni comuni: abbiamo visto che tale problema 
sorge in quanto il risultato finale di un agente economico che si 
propone di scegliere in modo ottimo la sua strategia di investi-
mento è influenzato dalla strategia degli avversari; se pensiamo 
alla possibilità di investimento come a un'opzione e al valore at-
tuale (atteso) del progetto come all'attività sottostante, in che 
modo la dinamica competitiva agisce su queste due variabili? 
Mi sembra possibile evidenziare due grandi categorie ricadenti 
sotto il nome di opzioni comuni: vi sono casi in cui l'opzione è 
replicabile da più soggetti (può essere il caso di investimenti in 
ricerca, in marketing, integrazione verticale, orizzontale, inter-
nazionalizzazione) e quindi più soggetti possiedono un'opzione 
sullo stesso tipo di attività; al contrario di ciò che avviene nei 
mercati finanziari in cui le opzioni su una stessa attività sono 
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replicabili ma ciascuna "viaggia" per conto proprio e il risultato 
finale per ciascun decisore prescinde dal comportamento degli 
altri agenti, in un settore economico l'azione di un'azienda pre-
sente sul mercato si ripercuote sempre sul risultato delle altre 
imprese. Se la stessa opzione è esercitata da più soggetti il va-
lore del business per ciascun investitore si riduce, proporzional-
mente o meno a seconda delle capacità competitive di ciascun 
concorrente e dei suoi meccanismi di isolamento. In questo caso 
la possibilità di essere gli unici ad entrare in un business può 
garantire la difesa dell'esclusività dell'opzione; anche l'essere 
i primi ad entrarvi può costituire quello che il Porter chiama 
"vantaggio da prima mossa" (first-mover advantage) permet-
tendo al "pioniere" di dettare le regole della concorrenza e di 
costruire un vantaggio competitivo associato a "meccanismi di 
isolamento". Ad esempio, per quanto concerne gli investimenti 
tecnologici (ricerca e sviluppo), i pionieri hanno l'opportunità 
di configurare la definizione di un prodotto in un mercato, ini-
bire spazi di espansione per i concorrenti attraverso economie 
di scala o l'accesso esclusivo ai canali di distribuzione, acquisire 
la- reputazione di "pioniere", definire gli standard della tecnolo-
gia in modo da vanificare eventuali investimenti nel business 
da parte dei concorrenti o !imitarne l'impatto sui propri pro-
fitti. Le opzioni detenute in comune sono esercitabili da tutti i 
"condòmini" in qualsiasi momento, ciascuno di essi rimanendo 
in possesso della opportunità di esercizio anche successivamente 
all'esercizio dell'opzione da parte di un concorrente. Chiamerò 
replicabili questo tipo di opzioni comuni. 
La seconda categoria di opzioni comuni, che definisco una 
tantum, abbraccia quelle situazioni in cui esiste un'unica sin-
gola opzione su un business che, una volta esercitata, rende 
esclusivo il progetto a favore di colui che l'ha esercitata. In 
altri termini, si può descrivere questo caso con l'esistenza di 
un'unica opzione che viene detenuta in comune da più soggetti 
in conflitto tra loro e che può essere esercitata una tantum da 
uno solo dei detentori. L'esercizio dell'opzione reale comporta 
144 OPZIONI REPLICABILI E OPZIONI UNA TANTUM 
la sua scomparsa per gli altri condòmini. L'esempio relativo 
all'acquisizione di un'azienda ricade in questa categoria: il pro-
blema decisionale che ciascun agente deve affrontare implica il 
calcolo del trade-off esistente tra il valore positivo dell'attesa 
in quanto foriera di informazioni sulla qualità del business, e il 
valore negativo della stessa incorporato nel pericolo di esercizio 
dell'opzione da parte di un altro concorrente (nel caso succitato, 
di acquisizione dell'azienda da parte di un altro concorrente). 
Anche questo tipo di opzione è inesistente sui mercati finanziari 
dal momento che un 'opzione finanziaria non può essere detenuta 
da più soggetti tra i quali uno solo alla fine la eserciterà lasciando 
gli altri "a bocca asciutta". 
La necessità di suddivisione delle opzioni comuni in opzioni 
replicabili e in opzioni una tantum trova la sua giustificazione nel 
I!_l:qmento di razionalizzazione e formalizzazione del problema. 
Nelle prime deve essere modificato, rispetto alle opzioni esclu-
sive, il valore del business V (cioè il prezzo dell'attività sot-
tostante), e, precisamente, deve essere ridotto per tenere conto 
delle azioni dei concorrenti; nelle opzioni una tantum è il valore 
F" dell'opzione ad essere ridotto a causa della detenzione in co-
mune della stessa e della possibilità lasciata a tutti i detentori 
di esercitarla in qualsiasi momento. 
Sotto un certo aspetto è chiaro che se le opzioni replica-
bili subiscono una modificazione nel valore V dell'attività sot-
tostante anche il valore dell'opzione ne risente indirettamente, 
essendo F funzione di V. Dunque nelle opzioni replicabili l'effet-
to diretto su V coinvolge in seconda istanza anche F, il cui va-
lore nelle opzioni una tantum varia senza alcuna variazione in V. 
Pertanto, in entrambe le categorie di opzioni comuni il valore 
di F subisce una variazione: nel caso delle replicabili questa è 
dovuta ad una riduzione di V per effetto dell'interazione com-
petitiva e quindi il processo stocastico che guida la dinamica di 
V deve essere cambiato; nelle una tantum la variazione di F è 
causata dalla possibilità di esercizio dell'opzione data ad altri 
soggetti e quindi questa possibilità deve essere tenuta in debito 
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conto agendo direttamente su F. 
Un modo semplice per trattare le opzioni replicabili è quello 
di pensare al valore del business come una variabile che segue 
un moto geometrico browniano associato ad un processo pois-
soniano che tiene conto del fatto che eventuali reazioni da parte 
di altre aziende ridurranno il valore V di una certa quantità. 
Questo tipo di approccio è stato esposto nella prima parte di 
questo lavoro. Richiedere un moto stocastico che non coinvolga 
le azioni dell'investitore e dei concorrenti non è a mio parere 
soddisfacente, se non in prima approssimazione. Nel Capitolo 
successivo cercherò di introdurre questo aspetto, ad un tempo 
superando il concetto stesso di opzione replicabile e ricompren-
dendo le opzioni una tantum. 
Per il momento mi concentrerò sulle opzioni una tantum pro-
:eonendo una modalità di valutazione che offrirà alcune interes-
santi prospettive di interpretazione anche in relazione al criterio 
del VAN. Successivamente cercherò di combinare le opzioni repli-
cabili con le opzion~ una tantum per valutare situazioni "a ca-
vallo"; esse sono infatti frequenti nella realtà economica quando 
avviene che il valore dell'opzione F muti sia per effetto della 
possibilità di esercizio comune a più soggetti, sia per effetto in-
diretto attraverso V, dal momento che vi saranno comunque 
azioni di risposta da parte dei concorrenti mediante lo sfrutta-
mento di qualche altro business. 
Coerentemente con l'impostazione suggerita dalle riflessioni 
sviluppate nel Capitolo precedente, adotterò un 'ottica di ot-
timizzazione, in particolare utilizzerò la programmazione dina-
mica contestualmente ai moti discontinui di Poisson. 
Si è visto come per le opzioni comuni sia importante valutare 
il grado di esclusività delle stesse in quanto esiste una stretta re-
lazione tra questo e il valore dell'opzione. Si supponga che esista 
un 'opzione di investimento perpetua. Il valore V del business 
dipende dalla variabile P in modo tale che il decisore, in caso di 
investimento, percepirà, nell'intervallo infinitesimo dt, il flusso 
finanziario perpetuo Pdt. Detto e il tasso di attualizzazione 
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istantaneo (costo opportunità del capitale), se P segue il moto 
geometrico browniano 
dP = aPdt + u Pdz 
dove dz è un processo di Wiener, si ha, come noto, V(P) = Pjb 
con b := g- a. Sia I il costo dell'investimento e si denoti con 
F(P) il valore dell'opzione call americana una tantum scritta su 
un determinato business. 
8.2 Opzioni una tantum con scomparsa dell'opzione 
Supponiamo che un'azienda detenga, assieme ad altre, un'op-
zione una tantum su un business e che le sia data l'opportunità di 
differire la decisione sull'investimento sì che la durata dell'opzio-
ne sia infinita. L'azione competitiva agisce nel senso di creare 
~na tensione strategica tra i concorrenti, i quali si vedono pro-
spettare un problema di trade-off tra la convenienza all'attesa, 
grazie alle informazioni conseguibili col passare del tempo sulla 
variabile P, e la convenienza all'esercizio precoce dell'opzione, 
tenendo in considerazione il fatto che il non esercizio può signifi-
cctre la scomparsa del loro diritto d'opzione se qualcuno decide 
di esercitarla. Casi tipici sono l'acquisto di un'azienda dismessa 
o l'acquisto di un terreno, la stipulazione di contratti di esclusiva 
con clienti o fornitori o distributori. 
Ponendoci dal punto di vista di un'azienda consideriamo il 
valore soglia P* che giustifica l'esercizio dell'opzione e la regione 
di attesa P < P*. Sia Àdt la probabilità che nell'intervallo 
infinitesimo dt un altro agente decida di esercitare l'opzione; in 
tal caso essa scompare e non potrà più essere esercitata. Vice-
versa, con probabilità 1- >..dt l'opzione resta in vita ed ha valore 
F(P). Dunque 
l l 
F(P) = >..dt ·O+ (l - >..dt) E (F(P + dP)) (l) 
l+ gdt l+ gdt 
cioè 
l 
F(P) = (l - >..dt) E(F(P + dP)), 
l+ gdt 
SCOMPARSA DELL'OPZIONE 147 
da cui, applicando il Lemma di lto, 
l 
-u2 P 2 F" (V) +a P F' (P) - (e+ >..)F(P) = O. (2) 
2 
La soluzione generale della (2) è data da 
dove ,B~ e ,B~ sono rispettivamente la radice positiva e negativa 
dell'equazione 
l 2 
-u {3({3- l)+ a/3- (e+>..) =O. 
2 
(3) 
Nella regione P > P* invece l'azienda esercita l'opzione e quindi 
IL{P) =P/b-I con b :=e- a> O. Dovendo essere F(O) =O, 
si ha A 2 = O e dalla continuità di F(P) e di F' (P) in P* si ha 
* !3' P* A 1 (P ) 1 =--I 
b 
da cui si ricavano le incognite A 1 e P*. Quest'ultimo risulta 
o anche 
p* = {3~ bi 
,B~ -l 
V(P*) = {3~ I 
,B~ -l 
(4) 
(5). 
Attuando un confronto con le opzioni esclusive è noto che per 
esse F(P) = AP/31 se P < P*, dove {31 è soluzione positiva 
dell'equazione 
l 2 
-u ,B(,B- l)+ af3- e= O 
2 
(6) 
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e 
P * == f3t ~ v!. 
f3t -l 
(7) 
La (3) ha, rispetto alla (6), il parametro .X aggiunto al tasso 
di sconto g. Pertanto /3~ > /31 e /3~ l (/3~ - l) < /31 l (/31 - l), 
ciò che conforta l'intuizione per cui l'opzione comune è tale da 
consigliare l'esercizio prematuro rispetto al caso di assenza di 
competizione, abbassando il livello soglia P*. 
È poi interessante notare che il risultato ottenuto in questo 
caso coincide con il caso particolare trattato da Trigeorgis e, 
successivamente, da Dixit e Pindyck in cui la variabile V segue 
un moto geometrico browniano associato ad un processo a salti 
poissoniano nel caso in cui l'opzione possa essere replicata da 
chiunque e quindi esercitata da tutti i detentori. Tale modello 
è-stato esposto nella prima parte e viene qui riportato per co-
modità del lettore. V segue il moto 
dV== aVdt + a-Vdz- Vdq 
dove dq l - r.p con probabilità .Xdt e dq = O con probabilità 
l - .Xdt, O ~ r.p ~ l. In tal caso il valore del business flut-
tua come un moto geometrico browniano ma è possibile anche 
che, con probabilità .Xdt, si riduca ex abrupto di (l - r.p) volte 
rispetto al suo valore originario, continuando poi a fluttuare fino 
alla comparsa di un nuovo evento. È agevole ricavare, con un 
applicazione del Lemma di Ito, l'equazione 
l 
-a-2 V 2 F"(V)+aVF'(V)-(g+.X)F(V)+.XF[(l-r.p)V] ==O. (8) 
2 
La soluzione di (8) è del tipo F(V) == AVIh ma in questo caso 
/31 è soluzione positiva dell'equazione non lineare 
l 2 (3 2a- /3(!3 - l) + a/3 - (g + .X) + .X(l - r.p) == O. (9) 
COSTO DI MANTENIMENTO IN VITA DELL'OPZIONE 149 
Nel caso particolare in cui <p = l la (8) e la (9) coincidono con 
la (2) e la (3) rispettivamente e il valore di esercizio è esatta-
mente quello dato dalla (5). Pertanto si è visto come due opzioni 
comuni, una di tipo una tantum e l'altra di tipo replicabile pos-
sono condurre a risultati coincidenti. Nella prima l'ipotesi sot-
tostante consiste nella possibilità della scomparsa dell'opzione 
mentre il valore del business segue un moto geometrico brow-
niano, nella seconda l'opzione non scompare essesndo perpe-
tuamente disponibile, ma la possibilità di esercizio di opzioni 
analoghe da parte di concorrenti può azzerare il valore originario 
del business. Risulta estremamente intuitivo afferrare l'analogia 
tra le due opzioni: dire che l'opzione scompare e quindi non 
è possibile esercitarla è come dire che se si esercita l'opzione 
il valore che se ne trae è nullo perché il prezzo V dell'attività 
sottostante si azzera. 
Un ultimo interessante aspetto è che questo tipo di opzione 
ricomprende il caso delle opzioni esclusive, infatti ponendo À = O 
la (3) e la (6) vengono a coincidere. L'introduzione del parame-
tro À permette di trattare in modo semplice il grado di esclu-
sività di un'opzione associandolo alla pro~abilità che l'opzione 
rimanga in vita. À, che è in effetti il tasso medio di arrivo di un 
"evento", rappresenta il grado di esclusività di un'opzione. Si 
noti, a tal proposito, che l'equazione (l) può anche essere pen-
sata nei seguenti termini: il decisore detiene un'opzione esclusiva 
la quale con probabilità Àdt gli viene "strappata di mano" da un 
altro decisore che a sua volta la detiene, una volta sottratta, a 
titolo esclusivo. Questa osservazione mi offre allora il destro per 
introdurre un tipo di opzioni che per loro natura si pongono a 
cavallo tra le opzioni esclusive e le opzioni comuni una tantum. 
8.3 Opzioni una tantum con costo di 
mantenimento in vita dell'opzione 
Si assuma che l'opzione di investimento rimanga in vita con 
probabilità l - Àdt nel prossimo intervallo di tempo ma che con 
probabilità Àdt l'azione della concorrenza tenda a far scomparire 
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l'opzione comune esercitandola. Si supponga che in quest'ultimo 
caso il nostro decisore possa opporsi e mantenere in vita l'opzio-
ne sostenendo un costo pari a I; esso rappresenta evidentemente 
un meccanismo di isolamento oneroso in grado di perpetuare 
l'opzione sul business. Vi sono diversi elementi che agiscono su 
P* in un senso o nell'altro. Il parametro À indica il pericolo di 
azioni da parte della concorrenza e quindi spinge per un esercizio 
rapido dell'opzione. Il valore dell'attesa è come sempre tale da 
indurre il decisore ad aspettare per poter ricevere via via infor-
mazioni sulla variabile P da cui dipende il valore del progetto di 
investimento. Il flusso Pdt cui si rinuncia ad ogni intervallo in-
duce ovviamente ad un esercizio immediato. Il costo I permette 
di prolungare l 'attesa e quindi di ricevere ancora informazioni 
preziose arginando le azioni della concorrenza ma comporta una 
diminuzione di cash flow che potrebbe non essere ricompensa t a 
i-;;_ -futuro. 1 
Si supponga, in primis, I< (e/ ..\)I. Per P < P* si ha 
l . 
F(P) = ..\dt E (F(P + dP) -l) 
-- 1 + edt 
l 
+ (l - ..\dt) E (F(P + dP)) (10) 
1 + edt 
mentre, per P ~ P*, F(P) = V(P)- I= P/8- I. Dalla (lO) 
si ha 
edt F(P) = -..\dti +E (dF) 
e quindi 
l -
-a2 P 2 F" (P)+ aP F' (P)- eF(P)- ..\I= O. (11) 
2 
1 I meccanismi di isolamento agiscono su À contraendone il valore. Il 
senso dell'introduzione di I consiste nell'esistenza di un meccanismo di 
isolamento in qualità di extrema ratio che consenta di mantenere in vita 
con certezza l'opzione. Può essere interessante studiare il caso in cui I 
sia funzione crescente di À: quanto maggiore è la competizione tanto più 
ingente il costo del meccanismo di isolamento che deve essere posto in essere 
per scongiurare la scomparsa dell'opzione. 
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La soluzione di quest'ultima è del tipo 
F(P) = c1plh + c2pf32 - ~~ 
(! 
nella quale è necessario porre c2 = O per evitare l'assurdo per 
il quale F(O) = oo (essendo {32 < 0). Si noti inoltre che la 
presenza di I deprime F(P) fino a fargli assumere valori negativi 
per P < ()..Jjc 1 g) 11f31 • Non essendo accettabile che un'opzione 
abbia valore negativo, F(P) avrà la seguente espressione: 
Per 
vale la prima espressione in parentesi, mentre per 
(
l )..J)1/f31 
-- <p< p* 
C1 (! - . 
si applica la seconda, la terza invece per 
p~ p* 
(vedi Figura 1). Le note coNdizioni al contorno conducono a 
P* = {31 6 (I - ~ 1) . 
{31 - l (! 
(12) 
Rispetto alle opzioni esclusive il fattore moltiplicativo rimane 
invariato ma diminuisce la base su cui agisce tale fattore: non 
più I ma I- ().../ g)I. Anche questa situazione ricomprende le 
opzioni esclusive, basta porre )... = O o l= O. Quanto Inaggiore è 
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F(P) 
FIGURA l 
l'onere sostenuto dall'azienda per mantenersi l'opzione tanto mi-
nore è proporzionalmente il livello P* di esercizio ottimo; dalla 
(12) infatti si ricava 
dP* {31 b>. -----<o. 
di {31 - l {! 
Il caso I = O mostra come anche questa situazione è, da un 
certo punto di vista, un'estensione delle opzioni esclusive. Se la 
detenzione è esclusiva risulta naturale che il valore dell'attesa 
sia massimo; man mano che I aumenta il prezzo-limite P* si 
riduce (vedi Figura 2). 
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FIGURA 2 
L'analisi svolta è lecita solo per I < (p/ À)I. Ma cosa succede 
se I 2:: (p/ À)I? In tale evenienza potrebbero darsi due casi, 
evidenziati nelle Figure 3a e 3b. In particolare, in Figura 3a 
si ha bi< (Àljc 1 p) 111h. In tal caso per O :::; P< bi le due 
funzioni Pjb- I e c1 Pf31 - (Àj p)I sono ambedue negative. Al-
lora è naturale porre F(P) = O. Se bi :::; P< P* si pone, dati i 
grafici delle funzioni, F(P) = V(P) -I. Se P 2:: P*, scegliendo 
la funzione c1 p/31 - (>../p )I si perverrebbe all'assurdo che non 
conviene mai esercitare l'opzione e che anzi quanto maggiore è P 
tanto maggiore è il valore del differimento. Ma economicamente 
questo risultato è inaccettabile, perché vi deve essere un livello 
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di P così elevato da giustificare l'investimento. Dunque anche 
per P > P* poniamo F(P) = V(P) - I. 
(P) 
FIGURA 3a 
Per quanto riguarda il caso di figura 3b risulta ormai pacifico 
che F(P) =O per 
Per 
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F(P) 
p 
FIGURA 3b 
il grafico della funzione potenza sta al di sopra di quello della 
funzione Valore Attuale Netto. Ciò suggerirebbe di attendere 
e non esercitare: ma questa strategia di decisione si adotta an-
che applicando il criterio del VAN dato che nell'intervallo con-
siderato esso è negativo. Per quanto riguarda poi l'intervallo 
[bi, +oo] ha senso solamente considerare la funzione V(P) -I 
per le ragioni sopra esposte. In definitiva, se I 2:: (e(A)I, il 
criterio da applicare nella decisione di un investimento è il caro 
vecchio criterio del VAN. Il significato di tale conclusione è in-
teressante: se il costo per l'applicazione di meccanismi di iso-
lamento è troppo alto, l'opzione non è più un'opzione e a quel 
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punto ciò che conviene fare è investire subito se il VAN è posi-
tivo. L 'aggettivo "troppo" ha in questo caso un significato ben 
preciso ed è espresso formalmente dalla quantità (e/ >..)I. e/>.. 
è allora il fattore di massimo costo sostenibile perché l'opzione 
abbia un qualche valore. Al di sotto di tale fattore la strate-
gia di decisione prevede l'utilizzo della programmazione dina-
mica nella scelta del livello P* di esercizio dell'opzione. Al di 
sopra di esso il criterio di decisione ritorna al classico Valore 
Attuale Netto in quanto il valore del differimento è bruciato 
dall'eccessivo costo di mantenimento dell'opzione. Questo caso 
ci conforta ulteriormente nell'affrontare i problemi decisionali 
di investimento come problemi di ottimizzazione piuttosto che 
come problemi di pricing di opzioni. Infatti, come ampiamente 
esposto, l'approccio di programmazione dinamica è in effetti 
un'estensione dell'approccio Discounted Cash Flow e, senza sot-
tostare a ipotesi stringenti come la teoria delle opzioni, consente 
in particolari casi di ritornare naturaliter al criterio del DCF dal 
quale prende le mosse. 
8.4 Opzioni una tantum con 
obbligo aleatorio di esercizio 
In questo paragrafo mi occupo di quel tipo di business im-
mersi in un contesto competitivo tale che può essere impossibile, 
ad un certo momento, mantenere in vita l'opzione ma è neces-
sario investire subito pena la perdita dell'opzione a favore di altri 
concorrenti. Ad un determinato istante il valore dell'opzione è 
determinato dalla possibilità che nell'intervallo successivo il de-
cisore sia costretto, causa la concorrenza incombente, ad inve-
stire nel progetto con probabilità >..dt, nonostante questa possa 
essere una strategia subottimale dato il livello corrente di P. 
Nella regione P < P* si ha pertanto 
F(P) = l >..dt (p -I)+ l (1- >..dt) E (F(P + dP)) 
l + edt {J l + edt 
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da cui 
l À 
-cr2 P 2 F" (P) +a P F' (P) - (e+ À)F(P) + -P - ÀI = O. 
2 b 
La soluzione di questa equazione è data da 
!3' ÀP 
F(P) = AP 1 + -
8
(-b_+_À_) 
Poiché deve essere F(P) 2:: O VP, il valore dell'opzione è 
[ 
, ÀP Àl ] 
F(P) = max O, APf31 + - -- . 
8(8+À) e+À 
mentre in P 2:: P* si ha F(P) = V(P) - I. Dalle familiari 
condizioni al contorno 
F(P*) = V(P*) -I e 
~_ricava agevolmente 
P* = _e_ ,8~ 8' I 
e+ À ,8~ - 1 ' 
(vedi anche Figura 4). 
F'(P*) = V'(P*) 
81 := (b + À) (13) 
Come si vede, rispetto al caso trattato in 8.2 si aggiunge per 
P* il fattore e/(e + À) e 8 è sostituito da 8'. Il primo fat-
tore contribuisce a ridurre il valore di P*, il terzo ad incremen-
tarlo. Quale dei due effetti prevale? Intuitivamente quest'ultimo 
dovrebbe assumere valore superiore dal momento che nel caso 
trattato in 8.2 esiste una certa probabilità che l'opzione sfugga 
di mano a causa dell'interazione competitiva; in questo caso in-
vece l'azione dei competitori può solo obbligare il decisore ad 
investire. Dunque egli può aspettare un livello del prezzo mag-
giore prima di esercitare l'opzione non rischiando la detenzione 
dell'opzione ma solo l'obbligo di esercizio dell'opzione stessa. E 
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e~ A I L------
-I, 
FIGURA 4 
facile verificare che l'intuizione è confortata anche formalmente; 
ricordando che o = e- a, il rapporto tra la (13) e la (4) è pari 
a 
tale funzione assume valore unitario per .X= O e !'(.X) > O V.X > 
O. Dunque il livello critico P* in (13) risulta superiore rispetto 
a quello in ( 4) ed è tanto più grande quanto maggiore è il tasso 
medio di arrivo .X. 
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8.5 Opzioni esclusive e investimenti sequenziali 
Ritorno per un momento all'ipotesi di opzione esclusiva per 
trattare un caso di particolare importanza, quello in cui l'investi-
mento sottoposto a vaglio richieda tempo per essere attuato: in 
tale evenienza il decisore può avviare la costruzione del pro-
getto, se lo ritiene opportuno, seguendo l'andamento del pro-
getto V(P) al variare della variabile stocastica P. Se questo an-
damento risulta negativo l'azienda può decidere di interrompere 
temporaneamente l'implementazione del business ed attendere 
che P cresca sufficientemente da suggerire la continuazione del 
progetto intrapreso. Ipotesi di questo tipo sono state variamente 
considerate in letteratura e ne è stata data una breve presen-
tazione nel Capitolo 5. Si ricorda che, nel caso di investimento 
a due stadi, il livello critico di Pt è dato da 
Si è visto inoltre che Pt > P 2*. Ricordo inoltre che sebbene 
questo risultato suggerisca apparentemente di investire subito 
m tutto il progetto investendo simultaneamente I 1 + I 2 in unica 
soluzione, in realtà investire comporta il dispendio di tempo e 
spesso non è tecnicamente possibile investire immediatamente in 
ogni stadio del progetto. Durante il completamento del primo 
stadio il prezzo P può fluttuare e scendere al di sotto del livello 
che giustifica l'investimento nel secondo stadio. Allora l'azienda 
deve aspettare per decidere se continuare l'implementazione del 
business o abbandonare il progetto. Inoltre, anche se l'investi-
mento può procedere velocemente, può essere utile conoscere i 
valori delle opzioni ai diversi stadi nel caso l'azienda decida di 
vendere l'opzione ad un altro agente interessato. Infine possono 
esservi normative che impongono il differimento di successivi 
stadi dell'investimento. Ciò che interessa particolarmente notare 
in questa sede è la legge psicologica che sottende alla relazione 
P 1* > P 2*: l'azienda che ha già investito parzialmente nel pro-
getto entrando nel primo stadio ha sostenuto un costo pari a I 1 . 
160 OPZIONI REPLICABILI E OPZIONI UNA TANTUM 
Supponendo che l'investimento nel primo stadio sia irreversibile 
e che quindi il flusso negativo 11 non possa essere recuperato 
vendendo il progetto, l'azienda sarà propensa a completare il 
progetto anche in corrispondenza di un valore del business in-
feriore a quello sperato, dal momento che ormai già in parte è 
realizzato e il non completamento vorrebbe dire aver sostenuto 
sforzi per niente. E evidente che questo tipo di ragionamento 
è quello che comunemente viene condensato nel detto popolare 
"siamo in ballo, balliamo!". Con tale espressione si vuole ren-
dere ragione del fatto che, giunti a metà dell'opera, conviene co-
munque concludere l 'opera se essa garantisce una qualche utilità, 
se pur inferiore a quella prevista che aveva giustificato la sua in-
trapresa. Altrimenti si rischia di aver iniziato un lavoro per 
nulla. 
È proprio questo tipo di filosofia che adotterò nel prossimo 
paragrafo nel descrivere le opzioni comuni una tantum con inve-
stimento sequenziale a due stadi. La psicologia del decisore 
viene supposta tale da indurlo a seguire il motto "siamo in ballo, 
balliamo!" fino al punto in cui il livello di P sia così basso da 
convincerlo a lasciar perdere comunque per evitare il rischio di 
perdite maggiori. Fino a che punto il motto sia valido lo si 
dedurrà con la medesima procedura vista nella prima parte, con 
l'accortezza di considerare opzioni comuni e non più esclusive. 
8.6 Opzioni comuni una tantum 
e investimenti sequenziali 
L'investimento in due fasi che considererò si presenta nel 
seguente modo: la seconda fase assume le stesse caratteristiche 
di cui al paragrafo 8.4, per cui il valore soglia P2* è dato dalla 
(13), che qui riporto, per comodità, con l'opportuna aggiunta 
degli indici relativi allo stadio dell'investimento. 
P.2* = {! !1~ {/ 12 
{! + À !1~ - l ' b' := (b +A). (13-bis) 
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Retrocedendo alla prima fase, si suppone che il detentore dell'op-
zione possa essere costretto, con probabilità Àdt, ad entrare nella 
seconda fase durante l'intervallo successivo, a causa dell'intera-
gire competitivo. Qual è il valore dell'opzione ad investire nella 
prima fase assumendo per il decisore la filosofia del "siamo in 
ballo, balliamo!", ovvero assumendo Pt > P2*? Se P < Pt il 
detentore dell'opzione non eserciterà l'opzione per entrare nella 
seconda fase a meno che non vi sia costretto, per la qual cosa 
sosterrà, con probabilità Àdt, il costo I 1 venendo in possesso 
dell'opzione ad investire nella seconda fase. Dunque 
l 
F 1 (P) = --Àdt t: (F2 (P+ dP))- I 1 ) 
1 + edt 
l 
+(l - Àdt) t: (F1 (P+ dP)). 
1 + edt 
(15) 
Se invece P ~ Pt allora F 1 (P) = F 2 (P) - I 1 . Poiché, come si 
vede, F 1 (P) incorpora sempre F2 (P) è necessario sapere quale 
delle due espression·i possibili di F 2 (P) si applica, in base alle 
assunzioni viste. Si inizi a considerare il caso P ~ P 2* < Pt. 
Nell'intervallo indicato F 1 (P) dovrà soddisfare l'equazione 
dove 
Sia ora P 2* <P< Pt. Si ha F2 (P) = P/b- I 2 e quindi la (15) 
diventa 
l p 
F 1 (P) = Àdt (-- I 2 - I1) 
1 + edt b 
l 
+(l-Àdt) t:(FI(P+dP)). (17) 
1 + edt 
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Infine, per P 2::: Pt > P2*, si ha 
p 
e F2(P) = b- I 2 • (18) 
Ai fini del calcolo di Pt sono evidentemente rilevanti la seconda 
e la terza regione, quindi mi disinteresso della (16) concentran-
domi sulla (17) e sulla (18). Dalla (17) si ricava 
e dalla (18) si ha 
Le condizioni di continuità di F1 (P) e di tangenza nel punto 
P= Pt forniscono il valore di A 1 : 
l 
Al - -----=-----
- j3~ (Pt)f3~ -l ( 8 + À) 
da cui, dopo alcuni passaggi algebrici, 
P*= _e_ 13~ (8 + À)I 
1 e+ À !3~ - 1 (19) 
analoga alla (13)-bis ma da essa differente per la quantità I 1 che 
si aggiunge al costo I 2 accrescendo il valore del livello soglia. 
In un particolare caso pur senza assumere preventivamente 
Pt > P2* è possibile dimostrare formalmente che questo tipo 
di comportamento continua a valere. Si supponga che l'opzione 
di investimento a due stadi sia tale che, se P 2::: Pt, l'azienda 
decide di entrare nella prima fase investendo la somma I 1 e 
ricevendo in cambio il valore F 2 (P) dell'opzione ad investire 
nella seconda fase; se invece P < Pt, l'azienda, con probabilità 
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l - >..dt, continua a detenere l'opzione di valore F 1 (P), e con 
probabilità >..dt essa deve investire immediatamente in tutto il 
progetto (combinando i due stadi), anche se P< P2*. Si assume 
inoltre e > O. Dunque per P < Pt si ha 
l p l 
F1 (P) = >..dt(--I)+(l->..dt) E(F1 (P+dP)). 
1 + edt 6 1 + edt 
Sia, per assurdo, Pt ~ P2*. Si ha allora 
per P < Pt ~ P2* e 
F1 (P) = F2 (P) - I 1 = A2 P.B~ + >..P - >..I2 - I 1 
6(6 + >..) e+>.. 
p_er Pt ~ P ~ P2*. Poiché deve essere 
d * d * 
dPFl(P1 ) = dP (F2(P1 )- I 1 ) 
avremmo A 1 = A 2 e questo implicherebbe, atteso che F 1 (Pt) = 
E'l(Pt)- I1, 
>.. >.. 
--I = --I2 + I 1 
e+>.. e+>.. 
che implicherebbe a sua volta 
>.. 
--(I- I 2) = Ill 
e+>.. 
ciò che è un assurdo, fintantoché e > O. 
Se poi si suppone che l'azienda possa accelerare la costruzione 
del progetto solamente attraverso un investimento addizionale 
pari a Io - I, dove Io rappresenta il costo totale per l'intero 
investimento, allora è possibile dimostrare la tesi Pt > P; con 
l'ipotesi aggiuntiva 
>..(I0 - I2) 
e# - >... 
Il 
Basta a tal fine ripercorrere gli stessi passi sostituendo Io a I. 
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8. 7 Opzioni replicabili 
Le opzioni replicabili sono tali che il valore del progetto V(P) 
sottostante all'opzione è determinato, almeno parzialmente e in-
direttamente, dalla interazione competitiva. L'assunzione di un 
moto geometrico browniano sembra non soddisfacente; un modo 
per descrivere in modo un po' più realistico i fenomeni competi-
tivi e il loro impatto su V(P) potrebbe essere, come suggeriscono 
Trigeorgis (op. cit.) e Dixit-Pindyck (op. cit.), l'uso di un moto 
geometrico browniano cui si aggiunge un processo a salti di Pois-
son. Si consideri il particolare caso di un'opzione che sia ad un 
tempo replicabile e una tantum. Il detentore dell'opzione corre 
il rischio di vedersi "soffiare" l'opzione dai concorrenti (si veda 
il paragrafo 8.2) con probabilità >..2dt durante il prossimo inter-
vallo di tempo dt. Inoltre, se anche l'azienda esercita l'opzione, 
iLconflitto competitivo tende a ridurre il valore del progetto V 
a (l - <p) volte il suo valore originario con probabilità >.. 1 dt. Sia 
V la variabile di riferimento. Si deve trovare il valore 
-~ F(V) = max [v- I, l (1- >..2dt) E (F(V +dV))] - 1 + edt 
(20) 
dove V segue il moto 
dV= o:Vdt + crVdz- Vdq 
e dovè dq = <p con probabilità >.. 1 dt e dq = O con probabilità 
l - >.. 1 dt, O :::; <p :::; l. Sfruttando il Lemma di Ito si ottiene 
l'equazione 
~cr2 V2 F"(V) +o: V F'(V)- >.. 1 (F(V)- F[(l- <p)V]) 
2 
- (e+ >..2)F(V) = O. (21) 
La soluzione della (21) è nuovamente della forma F(V) = AV,B~' 
e {3~1 è la soluzione positiva dell'equazione non lineare 
~o-2 ,6(,6- l)+ a,B- (p+ ..\ 1 + ..\2 ) + ..\1 (l- <p )fJ = O. (22) 
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L'equazione che soddisfaccia sia la (22) sia F(O) O deve es-
sere trovata numericamente. Nel caso particolare in cui <p = l 
l'equazione (22) diviene 
l 2 
-a /3(!3- l)+ a/3- (g + À 1 + À 2 ) =O. (23) 
2 
Essa è analoga alla (3) ma con la presenza dei due tassi medi di 
arrivo À 1 e À 2 . Il livello critico V* è pertanto espresso da 
!311 v*= 1 I. !3~' - l (24) 
Si consideri invece ora il caso di un'opzione con costo di man-
t~nimento in vita e I < (g/ À 2 )I; è agevole ricavare, dalla (10), 
l 
gF(V) = -a2 V 2 F"(V) +a V F'(V) 
2 
- À1 (F(V) - F((l - c.p )V]) - À 2 f. (25) 
La sua soluzione presenta la forma 
!31 À2-F(V) = AV 1 --I 
e 
dove {3~ è ora la soluzione positiva dell'equazione 
~o-2 ,6(,6-1) + a,6- (e+ >. 1 ) + >.,(1- 'P) 13 =O. (26) 
Il valore critico, è, nel caso particolare <p = l, 
(27) 
che è simile alla ( 12). 
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Commenti conclusivi 
In questo capitolo si è proposta una suddivisione delle opzioni 
comuni in opzioni replicabili e opzioni una tantum. Trattando 
esempi di opzioni una tantum si è visto come l'approccio di 
programmazione dinamica permette di ritornare al criterio del 
VAN, che risulta essere ancora strategia ottima in particolari 
casi, ciò che conforta ulteriormente nella scelta della program-
mazione dinamica per la valutazione di opzioni reali. 
Ricerche future possono essere pensate in relazione ad un 
superamento del concetto di opzione comune. Tale nozione 
è comparsa in antitesi all'idea finanziaria di opzione, per sua 
natura esclusiva. In un settore economico, indipendentemente 
dal grado di esclusività dell'ozpione la concorrenza agisce sem-
pre nel senso di contrastare l'esercizio di un'opzione reale da 
parte di un agente economico, mediante l'uso di barriere eco-
nomiche, minacce, ritorsioni, accordi cooperativi, battaglie di 
prezzi e con ogni arma un sistema economico fornisca ai con-
tendenti. A tal proposito è importante tenere in debito conto 
l'azione dell'investitore e le reazioni dei concorrenti, che inte-
;;giscono determinando il valore V del progetto. È in questo 
senso che deve essere visto il tentativo, sviluppato nel prossimo 
capitolo, di estendere il modello considerando la possibilità che 
il processo stocastico sottostante al valore del progetto consenta 
l'introduzione di variabili di controllo per l'investitore e/o per i 
concorrenti dello stesso settore economico di appartenenza. 
CAPITOLO 9 
OPZIONI REALI E 
INTERAZIONE COMPETITIVA 
Introduzione 
Il Capitolo seguente si propone di fare un ulteriore piccolo 
p....asso per estendere il modello di valutazione di un'opzione reale 
mantenendo il concetto di opzione comune (soprattutto nel sen-
so di opzione una tantum), e considerando la possibilità per 
l'investitore di intervenire nel processo di formazione del valore 
dell'investimento. Nella regione di arresto la funzione risultante 
dill'esercizio dell'opzione può essere pensata come il risultato 
di un problema di controllo ottimo stocastico, sul presupposto 
che l'investitore sia in grado di influenzare almeno parzialmente 
i flussi scaturenti dal progetto intrapreso. Tale problema è per-
tanto incorporato in un problema di optimal stopping e con-
seguentemente si pone la questione dell'esistenza della soluzione, 
che viene risolta adeguando la formalizzazione e adottando con-
siderazioni di tipo economico. 
Il Capitolo si suddivide in quattro paragrafi, di cui il primo 
riprende in dettaglio considerazioni sulla inadeguatezza della 
teoria delle opzioni, lontana concettualmente da una situazione 
di scenario competitivo proprio di un settore economico. Si 
passa quindi alla definizione formale di un problema di decisione 
in cui il comportamento dell'unità decisionale considerata e dei 
suoi concorrenti è ritenuta rilevante ai fini della strategia di de-
CISione. Infine si risolve il problema delineato in precedenza e si 
167 
168 OPZIONI REALI E INTERAZIONE COMPETITIVA 
propone un'estensione con due brevi esempi di opzione comune 
una tantum. 
9.1 La teoria dell'option pricing e le opzioni reali 
Tra le varie distonie concettuali della option pricing vi è una 
che mi interessa sottolineare in questo Capitolo: al momento 
dell'esercizio di un'opzione finanziaria l'attività sottostante ha 
un prezzo ben determinato e visibile e pertanto il guadagno è au-
tomaticamente determinato. Trattando le opzioni reali la CC A 
considera come prezzo del business il suo valore attuale netto at-
teso. La limitazione consiste non tanto nell'essere questo valore 
attuale netto una variabile aleatoria, giacché l'aleatorietà viene 
risolta attraverso l'uso di una media, quanto piuttosto nella 
natura di flusso continuo propria dell'investimento intrapreso 
e_nelle conseguenti implicazioni. L'opzione esercitata non dà 
diritto a ricevere un titolo negoziabile e quindi immediatamente 
smobilizzabile ma fornisce un'attività i cui frutti vengono rac-
colti in modo continuato per un certo lasso di tempo. È proprio 
l'intervallo di tempo attraverso cui questo investimento si di-
p~na che modifica il concetto di attività sottostante in modo 
radicale. In un mercato finanziario all'esercizio dell'opzione call 
corrisponde un'unica somma, derivante dalla vendita del titolo 
su cui era scritta l'opzione. L'operazione finanziaria avviene hic 
et nunc, viceversa l'investimento protrae i suoi effetti per un 
certo tempo. Tale differenza è fondamentale per cogliere un li-
mite dell'applicazione della contingent claims analysis alla valu-
tazione degli investimenti: la natura continuativa dell'investi-
mento permette al decisore di intervenire nel processo di for-
mazione del flusso finanziario. L'utilizzo di un valore attuale 
netto atteso, il quale asseconda la logica di corresponsione pun-
tuale e determinata del guadagno ricavato da un'attività fi-
nanziaria, appiattisce l'idea del dipanarsi dell'investimento nel 
tempo e della determinabilità del suo valore. Infatti, esercitando 
l'opzione reale si viene in possesso dell'attività sottostante il cui 
prezzo non è di per sé determinato, ma determinabile, inten-
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dendo con questo aggettivo la possibilità da parte dell'investito-
re di determinare il prezzo dell'attività nel corso del tempo. In 
concreto, in un mercato finanziario l'investitore esercita l'opzio-
ne osservando il prezzo dello stock e quel prezzo determina il 
suo guadagno; nel caso delle opzioni reali, si potrebbe dire che il 
loro esercizio non consegna un'attività ma uno scenario dentro 
il quale l'investitore può "giocare" per ricevere la propria messe 
di utili in un arco di tempo (eventualmente infinito) durante il 
quale egli opera nello scenario suddetto. L'asimmetria compe-
titiva esistente in ogni settore economico consente all'investitore 
di influire, se pur parzialmente, sulla dinamica dei flussi facendo 
leva su particolari variabili in proprio possesso. Una maggiore 
corrispondenza con la logica dei mercati finanziari si avrebbe, 
in questo senso, solo nel caso di concorrenza perfetta per la 
quale un'azienda è price-taker cioè non è in grado di influen-
zare il prezzo dei beni prodotti. Ma la concorrenza perfetta 
è un mero caso di scuola, esistono sempre e comunque asim-
metrie che giustificano l'uso di opportune variabili al fine di 
ottimizzare la formula imprenditoriale. Formalmente, l'azienda 
JHlÒ agire su controlli che contribuiscano a massimizzare i flussi 
dell'investimento, ciò che è impensabile relativamente ad un 
titolo finanziario. La teoria delle opzioni suggerisce, nella sua 
ottica, l'idea di prezzo di un'attività e pertanto ha condotto 
all'uso frequente, nel suo trapasso ad un'ottica aziendale, di 
un valore attuale netto atteso quale prezzo, calcolato a par-
tire dall'ipotesi standard di evoluzione di tale valore secondo 
un moto geometrico browniano. Ma questa logica non è idonea 
fino in fondo a trattare valutazioni di investimenti, proprio per 
il motivo che non considera la possibilità, da parte di colui che 
esercita l'opzione, di influire sulle determinazione dell'attività 
sottostante nel corso del tempo. Nel trattare valutazioni di 
investimenti aziendali in questa ottica si commette l'errore di 
forzare l'interpretazione finanziaria per la quale si deve fingere 
che il valore dell'investimento venga corrisposto puntualmente, 
così come un qualunque stock finanziario. Al contrario, il lasso 
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di tempo durante il quale i flussi fuoriescono, congiuntamente 
all'esistenza di asimmetrie competitive (se queste non vi fossero 
non si potrebbero influenzare i flussi dell'investimento), permet-
te di guidare, per così dire, l'evoluzione temporale dei flussi, la 
quale diventa in parte stocastica e in parte deterministica. La 
parte deterministica è funzione di un controllo u (t) che viene 
posto in essere per rendere massimi i flussi di cassa scaturenti 
dall'investimento. La parte aleatoria invece raccoglie tutte le 
informazioni disponibili sulla concorrenza e sulle reazioni da 
essa adottate come risposta all'esercizio dell'opzione da parte 
dell'azienda in questione. L'ottica finanziaria sembra fallire 
proprio su un concetto basilare dell'analisi degli investimenti, 
l'interazione competitiva, almeno laddove essa è determinante, 
come nel caso di investimenti strategici. Il tentativo di al-
cuni autori di inserire la considerazione della dinamica com-
pètitiva attraverso il concetto di opzioni comuni costituisce un 
miglioramento concettuale in quanto si prende atto della diversa 
natura delle opzioni reali. Trigeorgis (op. cit.) espone, come si 
è visto, numerosi casi in cui vi è un tentativo di descrivere gli 
effetti dell'interagire di più centri decisionali, ma, rimanendo 
nell'ambito della CC A e in particolare utilizzando esclusiva-
mente l'equazione di Black-Scholes (adeguatamente riformulata 
per ogni caso trattato), è costretto ad ancorare il discorso ancora 
alle ipotesi proprie della teoria finanziaria e rinunciare a descri-
vere in qualche modo le determinanti concorrenziali; si è visto 
anche che in Dixit-Pindyck (op. cit.) si accenna, en passant, 
all'esistenza di altre aziende la cui presenza può comportare una 
riduzione del valore del business intrapreso, ma non vengono ci-
tate le opzioni comuni e l'idea della competizione sembra servire 
solo per giustificare l'ipotesi assunta di evoluzione della varia-
bile V secondo un moto geometrico browniano combinato con 
un processo discontinuo di Poisson. Una più estesa trattazione 
degli effetti della concorrenza nel settore si ha, nel testo, a li-
vello microeconomico e macroeconomico, sotto un'ottica quindi 
che esula dal nostro contesto, volto allo studio di processi di 
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decisione individuali, e quindi più orientato all'ottica aziendale. 
È opportuno tuttavia rilevare in secondo luogo il fatto che il 
conflitto economico tra aziende del settore esiste a prescindere 
dalle caratteristiche dell'opzione detenuta. La concorrenzialità 
assume importanza in ogni momento indipendentemente dal 
grado di esclusività dell'opzione: di fronte all'esercizio anche 
di un'opzione esclusiva possono esservi azioni di risposta o ri-
torsione da parte dei concorrenti, i quali, esercitando ad esempio 
altre opzioni di loro pertinenza, cercano di ridurre il valore V del 
progetto. La rivalità permanente tra aziende di un settore eco-
nomico, con i comportamenti conflittuali o cooperativi esistenti 
tra gli agenti stessi, influenza le azioni, l'importo del flusso fi-
nanziario aziendale nonché la sua distribuzione temporale. La 
suddivisione tra opzioni esclusive e opzioni comuni con la con-
n_essa nozione di grado di esclusività di un'opzione è utile ma 
può non essere sufficiente al fine di una corretta descrizione dei 
fenomeni competitivi e dei processi di decisione, imponendo per 
certi versi un suo superamento. 
Inoltre, e ben più importante, l'uso della teoria delle opzioni 
impedisce di esplicitare in qualche modo le ripercussioni delle 
mosse strategiche dei concorrenti su V e di tener conto, in modo 
visibile, delle "armi di battaglia" del decisore e degli altri com-
petitori, nonché di descrivere la possibilità che un'opzione de-
tenuta in comune con altri concorrenti possa essere sottratta al 
nostro decisore privandolo una volta per tutte della possibilità di 
esercizio della stessa. In quest'ultimo caso il valore dell'opzione 
si riduce non indirettamente attraverso le ripercussioni su V ma 
direttamente, nei modi che vedremo. Il Trigeorgis è addirit-
tura costretto a conformare i propri ragionamenti e il proprio 
linguaggio alla teoria dell'option pricing introducendo l'idea di 
dividendi a decremento del valore del business e assumendo nota 
la data di maturazione del dividendo. Dixit e Pindyck, ripren-
dendo il caso di aleatorietà dell'epoca in cui il valore V si riduce, 
non descrivono le modalità attraverso cui vengono intrapresi e 
risolti i conflitti tra agenti economici; soprattutto non vi è rap-
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presentazione, se pur approssimativa, degli strumenti competi-
tivi in mano ai concorrenti e delle ripercussioni degli stessi sulla 
competizione nel settore. 
Mi pare a questo punto indispensabile suggerire un ambiente 
concettuale formalizzato utilizzabile per trattare la valutazione 
di investimenti industriali e strategici concentrando l'attenzione 
sulle dinamiche concorrenziali. L'opportunità d'investimento 
deve essere valutata per prima cosa nel suo grado di esclusività. 
Detto F(x) il valore dell'opzione, dove x segue il moto geo-
metrico browniano dx = axdt + uxdz, è necessario definire un 
parametro À di esclusività che riduce il valore di tale oppor-
tunità a causa del possibile esercizio dell'opzione da parte di 
altri agenti presenti nel mercato; À.dt rappresenta la probabilità 
che nel prossimo intervallo di tempo dt l'interazione competi-
tiva impedisca al detentore di esercitare l'opzione. Il concetto 
d! ~opzione comune una tantum introdotto nel Capitolo 8 viene 
quindi conservato. La possibilità che altri subentri e agisca 
anticipando le mosse del nostro investitore fa ridurre il valore 
dell'attesa, cioè il valore di F(x) nella regione O ~ x < x*, 
dove x* rappresenta il livello soglia che giustifica l'investimento. 
Ma finché x < x* la concorrenza non agisce sul valore V (x) 
dell'investimento, dal momento che esso non esiste ancora! Al 
momento dell'esercizio dell'opzione l'investitore riceve il valore 
V(x) aleatorio, o meglio parzialmente aleatorio. Utilizzare, an-
che nella regione x 2: x*, un moto geometrico browniano del 
tipo 
dx = axdt + O"xdz, 
come si assume generalmente in letteratura, significa, come VI-
sto, mortificare l'aspetto dell'interazione competitiva che può 
incidere sensibilmente sul valore dell'investimento e soprattutto 
sembra sancire implicitamente l'impossibilità da parte dell'inve-
stitore di influenzare il valore dell'investimento nel corso della 
sua attuazione attraverso azioni di difesa e protezione dagli at-
tacchi dei concorrenti. L'esercizio dell'opzione, a ben vedere, 
non consegna in mano del fruitore un valore V pur fluttuante 
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aleatoriamente, ma consegna un "gioco" al quale il decisore 
ha deciso di partecipare. Il valore x* è quello che giustifica 
la partecipazione al gioco, più correttamente dà via al gioco, 
nel quale il nostro investitore deve mirare a massimizzare il va-
lore di V. A tal fine egli utilizza le armi in suo possesso valu-
tando attentamente le possibili mosse di risposta degli avversari. 
L'analogia con le opzioni finanziarie si stempera dunque fino 
ad annullarsi nel momento in cui si trattano situazioni in cui 
l'attività sottostante all'opzione è un ambiente di scontro con 
una pluralità di agenti, un gioco a più giocatori, uno scenario 
in cui è indispensabile non perdere di vista il comportamento 
di altre unità decisionali. Tanto più questo è vero quanto mag-
giormente strategico è il carattere dell'investimento. Si pensi 
all'ingresso in un mercato estero o in un altro settore economico 
o all'espansione tramite fusione o incorporazione di aziende o 
ancora a processi di integrazione verticale o orizzontale: in tutti 
questi casi la natura dell'investimento e il suo peso in termini di 
impegno finanziario sono tali da giustificare un'attenta analisi 
della struttura di base del settore economico di appartenenza e 
lH:ta valutazione precisa delle caratteristiche competitive dei con-
correnti, delle possibili reazioni, dei vantaggi competitivi e degli 
strumenti a disposizione per poter difendersi o aggredire. L'uso 
dell'option pricing è pertanto insoddisfacente, a mio parere, sia 
perché basata su ipotesi spesso distorsive della realtà economico-
aziendale, sia perché a volte fuorviante nell'interpretazione delle 
interazioni competitive, sia infine perché non idonea a trattare 
un più elevato livello di astrazione e comprensione dei fenomeni 
umani, in cui le azioni degli agenti, frutto di scelte e carat-
teristiche individuali peculiari, sono determinanti nel definire 
l'evoluzione degli scenari e i risultati finali. Da quanto sopra 
esposto risulta allora chiaro, non foss'altro per i riferimenti lessi-
cali, che la Teoria del controllo ottimo e la Teoria dei Giochi pos-
sono costituire un valido ausilio per valutare più correttamente 
processi di decisione aziendale individuali e interattivi. La P D 
si rivela in questo sufficientemente flessibile e idonea allo scopo. 
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9.2 Controllo ottimo e giochi differenziali 
Nella presente e nella successiva sezione si supporrà ..X = O 
ossia si assumerà che l'opzione non possa essere sottratta al 
detentore. Il problema da risolvere è un problema di optimal 
stopping, consistente nel determinare la funzione 
F(x) = max [n(x), 1 E (F(x + dx))] (1) 
(1 + gdt) 
dove la funzione n( x) derivante dall'esercizio dell'opzione reale 
è espressione di un gioco a cui il decisore decide di partecipare 
non appena la variabile x raggiunga il valore x* che giustifichi 
l'optimal stopping. Il secondo termine rappresenta invece il va-
lore derivante dall'attesa e in esso f! esprime il costo opportunità 
del capitale (supposto costante nel tempo). Il decisore, fino ad 
allora passivo, dà vita ad un gioco a più giocatori, ciascuno dei 
quali agirà su un controllo che incide sulla funzione obiettivo 
dell'investitore. La passività del decisore nella regione x < x* 
è messa in luce da un'ipotesi di evoluzione della variabile x se-
c~ndo un processo stocastico totalmente indipendente dalla sua 
volontà, ad esempio si può ipotizzare il moto 
dx = axdt + (JXdz. (2) 
Ma laddove decida di dare vita al gioco d 'investimento egli potrà 
in qualche modo, al pari degli altri giocatori, influenzare la va-
riabile x, la quale viene sospinta dall'interazione dei controlli dei 
giocatori. Lo stato del sistema, rappresentato da x, è pertanto 
determinato da più individui, i quali scelgono le proprie strate-
gie in modo da massimizzare le proprie funzioni obiettivo. Il 
processo stocastico che descrive l'evoluzione dello stato risente 
anche dei controlli esercitati dai giocatori e pertanto nella re-
gione x > x* l'evoluzione dello stato deve tener conto della 
"nascita" del gioco; essa può allora essere espressa da un pro-
cesso di diffusione del tipo 
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dove con ui, i = l, ... , n si indicano i controlli dei giocatori. 
Nel seguito mi riferirò, per semplicità espositiva, a giochi a due 
giocatori. 
Il vantaggio ottenuto nell'utilizzare la Teoria del controllo 
ottimo e la Teoria dei Giochi viene in parte attenuato da una 
maggiore complessità nella formalizzazione e risoluzione del pro-
blema (oltre alla presenza di problemi di esistenza della soluzio-
ne di cui si parlerà più avanti) ma il contributo fornito è a mio 
parere decisivo per una corretta rappresentazione di un processo 
di decisione individuale e interattivo. Nel seguito mi riferirò a 
giochi a due giocatori, matematicamente più gestibili; oltre a 
e.ss_ere l'ambiente ovvio in situazioni di duopolio o di presenza 
di due leader nel settore, tale restrizione può comunque adat-
tarsi a settori con una presenza plurima di unità decisionali: 
è sufficiente riunire le proprie conoscenze e informazioni sugli 
avversari in un'unica funzione obiettivo e un unico controllo che 
esprima, almeno approssimativamente, il loro comportamento. 
La formalizzazione e la risoluzione del problema descritto 
operano un salto di tipo concettuale e matematico. La teo-
ria delle opzioni risulta inadatta a siffatto salto: essa dovrebbe 
poter trattare modelli in cui meritano attenzione considerazioni 
di altro tipo rispetto a quelle proprie della contingent claims 
analysis; essa si cala infatti in un contesto che è profonda-
mente diverso da quello della concorrenza in un settore eco-
nomico, giacché nei mercati finanziari la competizione è ine-
sistente e sembra ardua l'impresa di farla rientrare in qualche 
modo assieme alle nozioni di prezzo e di arbitraggio in un'equa-
zione à la Black-Scholes. La programmazione dinamica, più 
flessibile, sembra ammettere un'estensione concettuale e for-
male sì da fornire descrizioni significative di un determinato 
processo decisionale e, sotto determinate condizioni, esistenza 
della soluzione dell'optimal stopping problem. 
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Il problema che ci si propone di risolvere è la valutazione di 
un investimento strategico con opzione di differimento: l'azienda 
che detiene l'opzione deve decidere quando è conveniente eserci-
tarla, osservando la variabile x (la quale rappresenta un qual-
sivoglia indice di convenienza economica dell'investi-
mento: il prezzo di un prodotto, il profitto, la quantità prodotta 
o venduta etc.) che fluttua secondo la (2) fino a raggiungere 
(eventualmente) la soglia x*, che dà origine al gioco a due gio-
catori, per il quale vige la (3) con n=2 e in cui il secondo gioca-
tore1 influenza la funzione obiettivo negativamente attraverso il 
controllo u 2 , mentre il controllo u 1 del primo ha per la stessa un 
effetto benefico. Di seguito viene formalizzato il problema: si 
tratta, come preannunciato, di risolvere un problema di optimal 
stopping che incorpora in sé un problema di Teoria dei Giochi 
(oppure di Controllo ottimo se n=l), reso ancor più complicato 
cfài fatto che, in generale, la variabile di stato non è rispecchiata 
nella sua evoluzione semplicemente da un'equazione differenziale 
ma più in generale da un'equazione differenziale stocastica. Pre-
cisamente, si cerca il valore di 
F(x) = max [n(x), 
1 
E (F(x + dx))] (4) 
l+ gdt 
n(x) è a sua volta definita come 
dove I è il costo dell'investimento e dove J1 (x) è espressa come 
Al giocatore 2 è invece preposta la funzione 
J2(x) = U:.'!"t: ({"' h(t,x(t),u,(t),u2(t))dt) (6) 
1 D'ora in poi il decisore dal cui punto di vista ci porremo è da intendersi 
come il primo giocatore. 
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con entrambe le massimizzazioni soggette all'equazione di stato 
(7) 
e con x ( t 0 ) = x 0 . La funzione / 1 ( ·) in ( 5) rappresenta il flusso 
finanziario continuo derivante al giocatore l dall'intrapresa del 
progetto; analogo significato ha la funzione / 2 (-) per il secondo 
giocatore. Un caso particolare si ha ovviamente quando la fun-
zione a(x, u 1 , u 2 ) è la funzione nulla, ciò che trasforma la (7) in 
un'equazione differenziale del tipo 
x'(t) = g(t, x( t), u 1 (t), u 2 (t)). (8) 
In tal modo il primo giocatore è consapevole della presenza della 
concorrenza e di come essa possa influenzare la variabile x e 
la stessa funzione J 1 (x). Le funzioni / 1 e / 2 si suppongono 
conosciute dal primo giocatore e inoltre sufficientemente regolari 
da-garantire l'esistenza della soluzione di equilibrio di Nash, data 
da 
(9a) 
e da 
(9b) 
dove u; e u; si riferiscono alle strategie di equilibrio dei gioca-
tori l e 2 rispettivamente. Se le strategie cercate sono di tipo 
feedback, allora ui = ui(t, x( t)), i= l, 2. Un problema di questo 
tipo verrà chiamato problema di Teoria dei giochi in optimal 
stopping (d'ora in poi ToGOS). 
In questa sede non tratterò un problema ToGOSma mi con-
centrerò su un caso particolare dello stesso, il quale costituisca 
a sua volta un'estensione del modello sviluppato fin qui e, in 
particolare, dei problemi di valutazioni di opzioni trattati con la 
CCA (i quali verranno d'ora in poi indicati con la semplice sigla 
CCAOS 2 ). Si descriverà e si fornirà un esempio di valutazione 
2 La sigla CCA OS sta per "Contingent Claims Analysis Optimal Stop-
ping" per indicare che il problema, trattato secondo la teoria delle opzioni, 
è pur sempre di optimal stopping, lo stopping consistendo nell'esercizio 
dell'opzione. 
178 OPZIONI REALI E INTERAZIONE COMPETITIVA 
di investimenti utilizzando la strumentazione tipica del controllo 
ottimo stocastico. Il motivo per cui è interessante passare at-
traverso questa tappa prima di giungere alla trattazione di un 
problema ToGOS risiede nel fatto che un problema di controllo 
ottimo stocastico in opti mal stopping (d'ora in poi COSOS) può 
presentare alcuni vantaggi rispetto agli altri casi suindicati. Un 
problema COSOS si presenta come segue: 
F(x) = max [n(x), 
1 
[ (F(x + dx))l (10) 
1 + edt 
n(x) è a sua volta definita come 
n(x) = J(x)- I (10.1) 
dove il primo addendo del secondo membro è dato da 
J(x) = m;;x E({'" f(t, x( t), u(t)) dt) (11) 
con la massimizzazione soggetta ali 'equazione di stato 
dx = g(x, u)dt + a-(x, u)dz x(to) = Xo. (12) 
Ora, rispetto ai CCAOS questo tipo di problema apre uno spi-
raglio interessante relativo alla possibilità che il decisore sia in 
grado di controllare, in un modo o nell'altro, parzialmente o in-
tegralmente, l'evoluzione della variabile x. Si tratta già di un 
notevole miglioramento, perché si immerge il processo di deci-
sione in un contesto in cui l'aleatorietà viene per così dire gestita 
da azioni individuali e quindi, almeno parzialmente, controllata. 
Le funzioni f(x, u) nella (11) e g(x, u) e a-( x, u) nella (12) rap-
presentano il modo attraverso cui aleatorietà e azione indivi-
duale interagiscono e quindi descrivono la realtà in modo meno 
approssimato del semplice moto geometrico browniano utiliz-
zato dalla teoria finanziaria in cui niuno spazio era lasciato 
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alla discrezionalità del decisore. Rispetto ai ToGOS lo svan-
taggio costituito dall'esistenza di un unico controllo può essere 
risolto tarando adeguatamente la funzione!(·) come dipendente 
dal controllo del decisore e dalla variabile x, ossia prendendo 
in considerazione, ai fini della sua determinazione, le effettive 
potenzialità dell'investitore e capacità di controllo rispetto alla 
concorrenza. Certo, questo è solo un palliativo e la rappre-
sentazione formale dei fenomeni ne risulta impoverita, ma il 
vantaggio derivante dalla maggiore gestibilità matematica del 
problema può compensare questo impoverimento interpretativo, 
tanto più se si considera che nella realtà aziendale (in partico-
lar modo quella italiana, costituita da una miriade di piccole 
imprese) sono per lo più assenti o, nel migliore dei casi ca-
renti, le risorse e conoscenze necessarie per operare valutazioni in 
modo più formalizzato. A ciò si aggiunga che alcune situazioni 
sT prestano naturalmente ad essere interpretate nella logica dei 
COSOS: i leader di diversi settori economici possono possedere 
una capacità competitiva tale da gestire il mercato guidando le 
azioni o non curandosi delle reazioni dei follower che in quanto 
tedi non possono far altro che attuare una strategia di "one-sided 
optimization" una volta osservate le mosse del leader. 
Formalmente, l'inserimento di un problema di controllo ot-
timo stocastico in un problema di optimal stoppping può creare 
difficoltà nel calcolo del valore soglia x* della variabile aleato-
ria considerata, dal momento che i due problemi devono essere 
connessi attraverso le condizioni al contorno di continuità delle 
funzioni F (x) e F' (x) nel punto x*. N ella regione O ~ x < x* 
la funzione F (x) assume l'espressione 
dove /31 è la soluzione positiva dell'equazione 
l 2 
2a j3(j3 - l) + aj3 - {! = O. 
Il primo ostacolo da risolvere è gestire il problema di controllo 
ottimo stocastico in modo che f!(x) sia monotona crescente 
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rispetto a x (e positivamente divergente per x che tende ad in-
finito); se così non fosse la condizione di tangenza non potrebbe 
verificarsi, oltre all'insensatezza del problema dal punto di vista 
economico (chi mai farebbe un investimento se l'incremento di x 
fa aumentare il valore dell'attesa e ridurre il valore dell'investi-
mento?). L'ostacolo è agevolmente rimovibile scegliendo oppor-
tunamente la funzione f(x, u). Ben più complesso è il problema 
che sorge relativamente alla forma di fl(x). Nei CCAOS essa è 
descritta come V(x) - I, dove V(x) è semplicemente funzione 
lineare di x. In tal caso le condizioni viste risultano facilmente 
applicabili e il calcolo di x* agevole. A destra di x* la funzione 
esponenziale relativa al valore dell'attesa viene abbandonata per 
la funzione V(x)- I (vedi Figura 1). 
Ma la nuova funzione n(x) = J(x) - I il cui valore è de-
terminato dalle strategie dei giocatori non è, in generale, una 
fUnzione lineare. Affinché le condizioni al contorno siano sod-
disfatte, ferma restando per x< x* la forma di F(x), O(x) deve 
comunque essere crescente con grafico tangente alla precedente 
in x*, e quindi deve essere del tipo 
O(x) = Ax1 - I. (13) 
con ry > O. In particolare, se si sceglie ry > l si ha una confi-
gurazione grafica del tipo di Figura 2, ovvero si ha una funzione 
convessa, se invece si pone 1 < l allora la funzione sarà concava 
(Figura 3). 
E poi ovvio che deve essere 1 < {31 al fine di consentire in en-
trambi i casi la tangenza delle due curve. È possibile verificare 
formalmente l'intuizione risolvendo per x e A 1 le due equazioni 
Ax1 - I= A 1xlh 
IAx'-l = f3tA1x.BI-1 
da cui è agevole ricavare 
x* = [ {31 (~) I] 1/ì 
{31 - "Y A 
(14) 
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(x) 
FIGURA l 
Affinché la (14) sia economicamente significativa deve essere 
necessariamente x* > O. Poiché desideriamo che la funzione 
Axì - I sia crescente, il coefficiente A > O deve essere positivo, 
pertanto x* > O ~ 'Y < {31 . È ovvio notare come il caso della 
funzione lineare comunemente utilizzata in letteratura per la 
valutazione di un investimento perpetuo sia un caso particolare 
della (13). Infatti, assumendo g(x, u) = ax e o-( x, u) = o-x in 
(11) e f(x, u) =x si ha 
e(!"" f(t,x(t),u(t))dt) 
t o 
x 
b :=e- a. 
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F(x) 
(31 >l> 
-I 
'----"-------------··----~-------.. -q ____ , 
FIGURA 2 
che è proprio la (13), a meno della costante I, con A= (1/8) e 
'"'(=l. 
È bene a questo punto aprire una breve parentesi per chiarire 
il modo di procedere adottato per risolvere un problema COSOS: 
si tratta di un procedimento a ritroso, per il quale si risolve in-
nanzi tutto il problema di optimal stopping descritto dalla (10), 
assumendo che la funzione risultante dalla risoluzione della (11) 
abbia una forma idonea all'applicazione delle condizioni value-
matching e smooth-pasting. Si determina quindi il valore x* in 
funzione dell'espressione di J(x). Solo a questo punto si retro-
cede a risolvere il problema di controllo ottimo stocastico. Esso, 
CONTROLLO OTTIMO E GIOCHI DIFFERENZIALI 183 
I-"'"--r-------------·-··--'·------~------, 
F(x) 
o< 'y <l< f3t 
t 
[ 
~ 
i -I 
FIGURA 3 
come si vedrà, dà origine ad un'equazione differenziale ordinaria 
di second'ordine in x. Ciò che noi vogliamo è che soluzione di 
questa equazione differenziale sia proprio la (13) dove sappiamo 
che ì deve essere minore di (31 . Giacché si procede da un risul-
tato, che per definizione è fìnale, si deve impostare il problema 
in modo tale da garantire proprio quel risultato. Una siffatta 
affermazione potrebbe, a prima vista, far pensare ad una vanifi-
cazione totale dei nostri propositi: prima si sceglie un contesto 
formale tale da garantire una migliore descrizione dei fenomeni, 
poi si annulla il vantaggio dato dalla flessibilità della strumen-
tazione scelta imponendo un risultato dal quale si evince quella 
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descrizione del fenomeno che conduce a quel risultato imposto 
ex cathedra. In sostanza si configurano le ipotesi in modo da 
garantire una tesi voluta; applicare questo procedimento logico 
alla realtà, si può pensare, è fuorviante; essa non si lascia in-
fatti preconfezionare, le ipotesi non possono essere tratte dalla 
formalizzazione matematica bensì dalla osservazione diretta dei 
fenomeni ed è il risultato finale a dover essere determinato dalle 
ipotesi di partenza non viceversa, altrimenti le ipotesi costi-
tuirebbero il risultato e il risultato l'ipotesi. 
Ciò che si intende fare è salvare capra e cavoli, e per farlo 
bisogna lasciar spazio sia alle esigenze di formalizzazione, 
giacché si sta usando un linguaggio semplificatorio della realtà, 
sia alle esigenze di aderenza ai fenomeni così come essi appaiono, 
pena il discostarsi eccessivamente da essi e la conseguente minor 
significatività del risultato ottenuto per via formale. E invero 
ciò che viene imposto non è il risultato da ottenere ma la forma 
che esso deve avere; e si impone tale forma anche tramite consi-
derazioni di tipo economico (il fatto che debba essere monotona 
crescente e divergente positivamente per x tendente ad infinito). 
rr-valore di "( è vincolato solo ad assumere valori compresi tra 
O e (31 , rimanendo per il resto indeterminato. In tal modo si 
acquista un grado di libertà, da sfruttare quando si tratterà 
di definire le funzioni f(x, u), g(x, u) e O"( x, u). Altri gradi di 
libertà si acquistano proprio definendo le ultime tre funzioni ci-
tate con l'uso di parametri reali. È possibile allora garantire 
l'esistenza della soluzione attraverso una forzatura, la quale è 
tuttavia tale da lasciare ampi gradi di libertà al fine di consen-
tire una descrizione approssimata ma sufficientemente realistica 
del fenomeno studiato, quindi soddisfacente ai fini della determi-
nazione della strategia di decisione. Inoltre, come si vedrà di se-
guito, le funzioni f(x, u), g(x, u) e a-( x, u) non vengono comple-
tamente predeterminate: anzi, esse sono innanzi tutto definite 
in una forma tale da garantire una adeguata rappresentazione 
del milieu economico di riferimento, mediante l'introduzione di 
parametri indeterminati espressi come funzioni della variabile di 
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stato x; successivamente si determinano tali parametri in base al 
risultato voluto, ma infine la loro espressione potrà essere modi-
ficata attraverso l'aggiunta di altri parametri, questa volta reali. 
Poiché a questo punto, il discorso si fa contorto, non rimane che 
mostrare il procedimento, il quale risulta affatto naturale. 
9.3 Il problema COSOS 
Si consideri un'azienda che debba risolvere un problema 
COSOS definito dalle (10)-(12). Si supponga che, fatte le de-
bite valutazioni, il nostro decisore abbia definito le tre funzioni 
in questione nel seguente modo: 
f(x, u) = a(x)u- b(x)u 2 
g(x, u) = ry(x)x + l?(x)u 
u(x,u) = u(x)x. 
(15) 
(16) 
(17) 
Il problema di optimal stopping dato dalla (14) è risolto, come 
si è visto, dalla (13). Passiamo ora alla risoluzione del problema 
di controllo ottimo stocastico descritto dalle ( 11 )-( 12). Esso 
conduce, mediante applicazione dell'equazione di Bellman, all'e-
quazione differenziale 
pf!(x) = m;;x (t(x,u) +fl'(x)g(x,u) + ~u2 (x,u)f!"(x)) 
oppure 
pJ(x) = m;;x (t(x, u) + J' (x)g(x, u) + ~u2 (x, u)J" (x)) 
che è lo stesso essendo I ininfluente rispetto alla massimiz-
zazione. Concentrandoci sul secondo membro dell'equazione e 
in base alle (15)-(17) si ottiene 
u* = 
a(x) + rJ(x)J'(x) 
2(x)b 
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che, sostituendo, dà luogo a 
( ) 
a2 + afJJ'(x) a2b + bfJ2 [J'(x)] 2 + 2abfJJ'(x) 
- eJ x + - -----=----~-----
26 4b2 
( 
afJ + fJ2 J'(x)) l + J'(x) TJX + + -0"2x2 J"(x) =O 
2b 2 
(18) 
in cui sono stati omessi, per semplicità, gli argomenti per tutte 
le funzioni ad eccezione di J (x). 
La soluzione di questa equazione differenziale è nota, perché 
è imposta, dovendo essere J(x) = Ax 1 . La (18) non è allora 
un'equazione differenziale ma un'equazione polinomiale in cui 
sono incogniti il valore di A e i gradi delle funzioni a(x), b(x), 
TJ(x), fJ(x), o-(x), che di seguito supporrò essere potenze di x. 
~S1?a diventa pertanto del tipo 
p(x,a(x),b(x),TJ(x),fJ(x),o-(x)) =O Vx >O. (18.1) 
Indicando con v(·) il grado delle funzioni si impone che ciascun 
~gdendo nella (18) abbia il medesimo grado 1 da cui il seguente 
sistema di equazioni: 
( v (a2(x)) = v(x') 
2b(x) 
v (a(x)fJ(x)) = v(x) 
2b(x) 
v(a2(x)) =v(x') 
4b(x) 
v (fJ2(x) [J'(x)]2) = v(x') 
4b(x) 
(
a(x)fJ(x)J'(x)) ) 
v = v(x 
2b(x) 
v(TJ(x)x) = v(x) 
v (o- 2(x)x2) = v(x 2 ). 
(19) 
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Dalle ultime due si ha immediatamente 
ry( x) = costante 
O"(x) =costante. 
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Dalle rimanenti si ricava, omettendo per semplicità gli argo-
menti e ricordando che, in generale, v(f(x)g(x)) = v(f(x)) + 
v(g(x)) 
= v(x1 ) ~ v(a) =v x~ +v ..J2b V ( a22b) ( ) ( ) 
v(~~) =v(x) ~v(t1)=v(x'-~) +v(V2b) 
V ( a42b) = v( x 1 ) ~ verificata Vb -=P O (20) 
V (
'{}2 4[Jb']2) = v(x') ~verificata Vb -=P O 
V ( arJ2bJ') = v( x) ~ verificata Vb -=P O 
Il decisore può a questo punto scegliere una opportuna espres-
sione di b( x) secondo adeguate esigenze di rappresentazione della 
realtà. In base alla scelta fatta viene automaticamente deter-
minato il grado di a( x) e il grado di rJ( x). Si supponga che 
l'investitore ponga b(x) = b > O. In tal modo v(a) = ì/2 e 
v ( rJ) = (l - 1/2). In base a queste considerazioni il problema 
di optimal stopping si presenta espresso nel seguente modo: 
F(x) = max [n(x), 1 E (F(x + dx))] 
l+ gdt 
f!(x) = J(x)- I 
J(x) = maxE joo ( ax1 12 u- bu2 ) dt 
u to 
a,b >O 
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dx = (ryx + fJx 1 -"~12 u )dt + a-xdz .,, fJ, (]" > o. 
Applicando l'equazione di Bellman si ricava il controllo ottimo 
u* = 
ax"~/2 + f3x 1 -'YI2 J'(x) 
2b 
La (18) diventa 
a2 x"~ + afJxJ' 
-eJ+-----
2b 
a2 bx"~ + bfJ2 x2 -"~ [J'] 2 + 2abfJxJ' 
4b2 
( 
'Y /2 .<l 1- 2 J') l 
1 1 _ 2 ax + v x 2 2 2 , + J ryx + rJx 2 + -u x J = O. 
2b 2 
Ricordando che J(x) = Ax"~, si ha 
Raccogliendo infine x"~ si deduce che l'equazione è un'identità 
per quei valori di A tali che 
per la quale si sceglie la radice positiva. Ora O(x) è determinata 
in funzione di ì= scelto un valore compreso tra O e /31 il livello 
soglia che giustifica l'esercizio dell'opzione è dato da 
x* = [ !31 (~) I] l/"f 
fJ1 -1 A 
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Si noti che se ì = l si ritrova un risultato analogo a quello 
ottenuto tramite la risoluzione di un problema CCAOS, ossia 
* /31 ( l) x - - I - /31 - l A . 
Si rendono necessari alcuni commenti: un problema COSOS 
è impostato in parte arbitrariamente dalle considerazioni sog-
gettive del decisore, in parte determinato da considerazioni di 
natura formale, indispensabili per ottenere la soluzione del pro-
blema prospettato. I gradi di libertà comunque lasciati al deciso-
re sono sufficienti per una soddisfacente descrizione del fenome-
no in oggetto. Egli può infatti determinare, in primis, la forma 
di f(x, u) e di g(x, u) in base all'impatto che la variabile u ha sul 
payoff finale secondo il proprio giudizio. In f(x, u) la funzione 
b_{:;ç) è libera, e, in particolare, può anche essere una costante b; 
f (x, u) potrebbe addirittura presentare un termine additivo del 
tipo cxì: la (18) continuerebbe ad essere un'identità (con un 
valore diverso di A ovviamente) giacché viene semplicemente 
aggiunto un termine dello stesso grado degli altri termini. E 
p~ssibile inoltre giocare sulle costanti TJ e CT nonché sui parametri 
a e {) delle funzioni a( x) e rJ( x). Infine, è lasciata al decisore la 
determinazione di 1, con il solo vincolo O < 1 < /31. 
Che cosa succede se l'investitore sceglie una forma diversa 
per le (15)-(17)? Si tratta di ripercorrere gli stessi passi visti 
poc'anzi e determinare i gradi delle funzioni lasciate indetermi-
nate. Ad esempio scegliendo 
f(x,u) = a(x)u- b(x)uì 
g(x, u) = ry(x)x + rJ(x )u 
u(x,u) = u(x)x 
si calcola agevolmente il controllo ottimo 
l 
u* = [a(x) + rJ(x)J'(x)l :;=T 
b(x)ì 
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Dopo qualche passaggio algebrico (e omettendo gli argomenti 
per le funzioni a(x), b(x), t?(x), ry(x), u(x)) si ottiene un si-
stema di equazioni simile al (19) ma ora (apparentemente) più 
complicato: 
(
a (a+ t?J')1!(1-1)) 
v b1/{T-1)11/{T-1) = v(xl) 
(
b (a+ t?J')I/(1-1)) 
v = v(x1 ) b( l /1-1) ,h/( 1-1) 
v (ryx) = v(x) 
V (
t? (a + t? J' (x)) ( 1 l 1-1) ) 
= v(x) 
b1/(l-1) 11/(1-1) 
v (u 2 x2 ) = v(x 2 ). 
Consideriamo la prima equazione della (21): 
(21) 
(
a (a+ t?J') -r~ 1 ) ( 1 - 1-) 1 v _ 1 _ 1 =v(x1 )===>v (a+t?J)-r-l =v(x1-) 
-- b-r-1 1-y-1 
===> v(a) = 1- l 1\ v(t?) = O 
===> v(b) =O; 
la seconda e la quarta sono identicamente soddisfatte per i valori 
trovati, dalla terza e dalla quinta si ricava poi v( T7) = O e v( u) = 
O. In tal modo si trova 
f(x, u) = ax1- 1u- bu1 , 
g(x, u) = ryx + t?u, 
u(x, u) = ux 
(22) 
(23) 
(24) 
dove, si ricorda, O < 1 < {31 . Dalle precedenti si calcola il valore 
di A, quindi si ottiene 
x* = [ /31 (!_) I] 1/1 
fl1 -1 A 
(25) 
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ma, evidentemente, A assumerà un valore differente rispetto al 
caso precedente. 
Rappresento quanto descritto nei grafici di Figura 4 e Figura 
5 ponendo "'( = l /2: si nota come la funzione F( x) sia continua, 
derivabile e presenti un punto di flesso in corrispondenza di x = 
x*. 
l 
--l 
! 
l 
l 
l 
(x) 
x* 
FIGURA 4 
Il nostro decisore è ora in grado di scegliere in modo più cor-
retto e incisivo la sua strategia di decisione. Un'impostazione 
del problema sotto forma di COSOS apporta miglioramenti nella 
descrizione dei fenomeni studiati. Il nocciolo concettuale dei 
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F(x) 
FIGURA 5 
miglioramenti ottenuti risiede nelle differenti ipotesi di evoluzio-
ne sto casti ca della variabile x. Prima dell'esercizio dell'opzio-
ne il decisore è un puro osservatore, passivo nei confronti della 
variabile-indice seguita. Fino a quando x < x* può essere cor-
retto e plausibile descrivere l'andamento di x secondo un moto 
geometrico browniano che viene alimentato da fattori esogeni e 
indipendenti dalla volontà del potenziale investitore. All'atto 
dell'intrapresa del business l'azienda non solo investe la somma 
I per realizzare l'investimento, ma controlla la variabile x at-
traverso la propria capacità competitiva riassunta dalla variabile 
di controllo u. È pertanto indispensabile descrivere il moto di 
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x come parzialmente determinato dalle azioni dell'investitore. 
È proprio questo il fulcro attorno al quale verte un problema 
COSOS, è questo che lo rende incompatibile con una strumen-
tazione di tipo finanziario, in particolare la contingent claims 
analysis, la quale prescinde da ogni considerazione di control-
labilità del prezzo dell'attività su cui è scritta l'opzione reale. 
Attraverso un COSOS è possibile al contrario endogenizzare al-
meno in parte le caratteristiche evolutive del sistema di rife-
rimento, ciò che non avrebbe neppure senso fare con la teoria 
delle opzioni. 
9.4 Due brevi esempi di opzione comune una tantum 
Nelle precedenti sezioni si è supposto À = O. Di seguito con-
sidereremo, assumendo À ::j:. O, un'opzione comune una tantum 
cioè un'opzione che è detenuta anche da altri concorrenti e la 
cui condivisione comporta il rischio, per il nostro decisore, di 
perdere la possibilità di esercizio a causa di un esercizio precoce 
da parte di un concorrente. À rappresenta il tasso medio di ar-
riYo di tale "evento" in un processo di Poisson. Il decisore consi-
dera la possibilità che nel prossimo intervallo di tempo dt un 
altro detentore eserciti, con probabilità Àdt, l'opzione detenuta 
In comune. Per effetto di questo rischio, il valore dell'attesa 
dunque si riduce e l'espressione di F( x) diventa 
l l 
F(x) = Àdt ·O+ (l- Àdt) E (F(x + dx)) 
1 + gdt 1 + edt 
ossia 
gdt F(x) =E (dF))- Àdt E (F(x + dx)). (26) 
Aggiungendo e sottraendo la quantità Àdt F(x) a secondo mem-
bro si ottiene 
gdt F(x) =E (dF)- Àdt E (dF)- Àdt F(x). 
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Applicando il Lemma di Ito, dividendo per dt e prendendo il 
limite per dt ~ O si ricava l'equazione 
~o-2 x 2 F"(x) + axF'(x)- (e+ ..\)F(x) =O 
2 
la cui soluzione è F (x) = A 1 x,B~, dove ,8~ rappresenta la radice 
positiva dell'equazione 
l 2 
-o- ,B (,8 - l ) + a ,B - (e + ..\) = O. 
2 
(27) 
La risoluzione di un problema COSOS conduce pertanto ad un 
valore di x* analogo a quello dato dalla (25) in cui ,8~ sostituisce 
,81. Si deve avere ovviamente O < 1 < ,8~, ed essendo ,8~ > ,81 la 
scelta di 1 da parte del decisore risulta meno vincolante. 
- Si supponga ora che il detentore dell'opzione una tantum 
possa assicurarsi, nel caso in cui un altro concorrente intenda 
esercitare l'opzione, il mantenimento in vita della stessa me-
diante l'attivazione di un "meccanismo di isolamento" che com-
porta un esborso finanziario pari a I. Così con probabilità ..\dt 
il decisore mantiene la detenzione dell'opzione spendendo un 
ammontare pari a I, mentre con probabilità complementare il 
decisore perpetua "gratuitamente" la detenzione. In questo caso 
per x < x* si ha (cfr. Capitolo 8) 
Supponendo ~I < I il livello-soglia è dato da 
{! 
* [ ,81 (l) ( ..\-)] ~ 
x = ,81 - l A I - e I 
Il moltiplicatore rimane invariato ma la base su cui esso agisce 
viene ridotta della quantità ~I. Ciò induce l'investitore ad in-e 
traprendere il business ad un livello di x inferiore a causa degli 
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esborsi che egli deve sostenere nel caso un concorrente cerchi di 
sottrargli l'opzione. Ponendo ì = l si ottiene un risultato ana-
logo a quello ottenuto nel Capitolo 8 in cui si assume che il valore 
del progetto V segua un semplice moto geometrico browniano 
senza possibilità di azione per l'investitore. 
Commenti conclusivi 
In questo Capitolo si è cercato di valutare un'opzione di inve-
stimento con possibilità di differimento tenendo in considerazio-
ne, almeno approssimativamente, gli aspetti competitivi pecu-
liari del sistema economico di riferimento. La P D fornisce, al 
contrario della CC A, una chiara interpretazione del processo 
di decisione in corso e la possibilità di considerare le mosse 
strategiche ottimali attuabili dal decisore e i suoi meccanismi 
dj isolamento. L'uso della programmazione dinamica stoca-
stica in un problema di optimal stopping è estremamente in-
tuitivo e contribuisce a delineare in modo esplicito i caratteri 
salienti del problema. L 'introduzione del concetto di opzione 
comune, per certi versi superata in un'ottica prettamente azien-
da:Iista, viene conservata nel significato di opzione una tantum 
così come espressa nel Capitolo 8. L'impostazione suggerita, 
pur con le limitazioni e le approssimazioni del caso, permet-
te di scolpire i tratti caratteristici di un processo di decisione 
individuale condizionato da altre unità decisionali: il concetto 
di opzione, derivante dalla finanza, è estremamente utile per 
catturare l 'idea del processo dinamico di una decisione di in-
vestimento e la sua connessione con l'osservazione continua di 
variabili ritenute rilevanti a fini decisionali; il concetto di opzione 
una tantum contribuisce a descrivere una particolare modalità 
di interazione competitiva, per la quale il decisore deve pren-
dere in considerazione la possibilità che l'opzione detenuta possa 
essere "soffiata" da un momento all'altro da un concorrente; il 
passaggio, all'atto dell'esercizio dell'opzione, alla considerazione 
non di un mero guadagno puntuale ma di un problema di con-
trollo ottimo stocastico consente il riaffiorare, nell'idea di inve-
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stimento, dell'aspetto dinamico e competitivo che l'applicazione 
classica del capitai budgeting (attraverso la considerazione di 
un valore attuale atteso netto) e la teoria finanziaria (con l'idea 
di una corresponsione del guadagno hic et nunc) tendono a de-
primere imponendo una stretta analogia col prezzo di un'attività 
finanziaria. 
Il beneficio tratto da questa impostazione deve tuttavia scon-
tare alcune limitazioni e pagare il prezzo di una maggior com-
plessità formale con un conseguente pur parziale condiziona-
mento nella descrizione del milieu economico-aziendale di rife-
rimento. 
Ulteriori sviluppi possono essere pensati nella direzione di 
un'estensione dei risultati visti mediante l'applicazione della Te-
oria dei Giochi, ciò che renderebbe ancor più trasparente l'aspet-
to concorrenziale che, a mio avviso, risulta determinante nelle 
decisioni di carattere aziendale, in particolar modo quelle di or-
dine strategico. Si può inoltre pensare alla considerazione di 
una molteplicità di variabili che il decisore si propone di osser-
vare e sulle quali egli intenda basare la propria regola di deci-
sione. Ciò complica ulteriormente il problema rendendolo di dif-
ficile gestione, almeno conservando l'impostazione qui seguita. 
I prossimi Capitoli si occupano proprio di questo, segnando un 
cambiamento di rotta, almeno in termini di impostazione se-
guita, rispetto a quanto finora esposto. 
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Avversione al rischio: una proposta pragmatica 
La seguente breve appendice è dedicata a un possibile modo 
di trattare l 'avversione al rischio di un decisore aziendale che 
ritiene non accettabile l'utilizzo dell'equazione di Bellman in cui 
la funzione da massimizzare è costituita da un valore atteso. Egli 
può pensare all'introduzione di un parametro di avversione che 
deprima il valore atteso della funzione aleatoria di riferimento 
(nel nostro caso il valore dell'opzione). Sia la funzione V(P) sia 
la funzione F(P) subiscono un decremento. L'effetto su V(P) 
tende a sconsigliare l'esercizio dell'opzione e ad aumentare il 
livello critico P*, il secondo, legato alla diminuzione del valore 
dell'attesa F(P) suggerisce al contrario un esercizio precoce. 
Nell'impostazione seguita il primo effetto prevale sul secondo e 
P* ne risulta incrementato. 
Si consideri la familiare equazione di Bellman 
F(P) = max [v(P)- I, l E(F(P + dP))] 
(l + edt) 
Da questa e dalle note condizioni al contorno s1 ricava, come 
noto, 
p*= /31 bi 
/31 -l 
con b := e- a o, essendo V(P) = f, 
V* := V(P*) = /31 I. 
/31 -l 
Poiché 13~~ 1 > l la regola di decisione dice che l'investimento 
sarà effettuato quando il valore attuale (atteso) del progetto 
supera il costo dell'investimento del fattore 13~~ 1 e, come visto, 
differisce profondamente dal criterio del VAN. 
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Il risultato testé ottenuto è derivato dalla massimizzazione di 
valori attesi. Ora, il valore atteso di una variabile aleatoria im-
plica che il decisore ritenga ottimo ai fini della scelta l'uso di 
un indice medio della distribuzione di probabilità, che compensi 
cioè i valori estremi della stessa. Si può pensare di trattare 
l'ipotesi di avversione al rischio in modo semplificato e prag-
matico ottenendo un interessante risultato. L'idea consiste nel 
decidere osservando non la media della distribuzione, ma, più in 
generale, un indice più vicino (o meno vicino in caso di propen-
sione al rischio) all'estremo inferiore della distribuzione, a se-
conda del grado di avversione al rischio del decisore. 
Sia X la variabile aleatoria di riferimento. Il calcolo della 
media E(X) può essere sostituito dal calcolo dell'indice E(X) -
-\VVarX dove VarX indica la varianza della variabile aleatoria 
e_,\ _è un parametro soggettivo di avversione al rischio, positivo 
se l'investitore è avverso al rischio, negativo in caso contrario. 
La scelta di impostare l'equazione di Bellman prendendo non il 
valore atteso ma l'indice sopra visto riflette l'idea che investitori 
avversi al rischio vogliano assicurare l'ottimalità della propria 
- srrategia sulla base di un indice più "pessimista"' riassuntivo 
della distribuzione secondo la psicologia soggettiva del decisore1 . 
Scegliendo questo indice, l'investitore si copre le spalle da sgra-
dite riduzioni del prezzo P del prodotto venduto, giacché pone 
l'accento sui valori più bassi della distribuzione della variabile 
X. Si può inoltre vedere questa impostazione come una gen-
eralizzazione della precedente, la quale ne costituisce un caso 
particolare con ,\ = O. L'utilizzo della varianza o di un indice di 
correzione da essa derivato permette di trattare semplicemente, 
pur con gli ovvi limiti, il problema dell'avversione al rischio. 
N el caso delle opzioni reali, in cui la variabile di riferimento è 
appunto il prezzo, si calcola il valore -XVarF(P + dP). Si noti, 
innanzi tutto, che vale la seguente idenitità: 
E(F(P + dP) 2 ) = E(dF) 2 + EF2 + 2E(dF ·F). 
1 Si veda Magni (1994) e Rossi (1983), pp. 44-48. 
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Analogamente, si ha 
[E(F(P + dP)] 2 = [E(dF)] 2 + [EF] 2 + 2E(dF)E(F). 
Ricordando che E(dz) = O e E(dz2 ) = dt, da esse si ricava 
VarF(P + dP) = E(F(P + dP) 2 )- [E(F(P + dP)] 2 
=E [ aP F'(P)dt + ~<r2 P 2 F"(P)dt + <r P F' (P)dz r 
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- [aPF'(P)dt + ~<r2 PF"(P)dtr = <r 2 P 2 F"(P)dt. 
Si può considerare l'indice 
.-\>0 
come il fattore di correzione per l'avversione al rischio per unità 
di tempo. Analogamente, nella regione P > P*, essendo 
F(P) = V(P) -I, il fattore di correzione è 
AuPV'(P). 
In tal caso il problema si presenta come segue: 
[ 
EF(P + dP) - .-\a P F' (P)dt] 
F(P) = max V(P) -I, ----------
1 + edt 
dove V(P) può essere rappresentato nella seguente forma ricor-
siva: 
l 
V(P) = Pdt + E(V(P + dP))- .-\uPV'(P)dt 
1 + edt 
e dove .À è il parametro (soggettivo) di avversione al rischio. 
Applicando il Lemma di lto si ha, nella regione P < P*, 
l 
-u 2 P 2 F" (P)+ (a- Au)P F' (P) - eF(P) =O (2) 
2 
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da cui F(P) = APK1 dove K 1 è soluzione positiva dell'equazione 
l 2 
-u K(K- l)+ (a- Àu)K- {! = O, 
2 
ed è dato, precisamente, da 
l 
2 
dove 6 >.. := {! - a + Àu Si trova poi facilmente 
p 
V(P)= ----
e- (a- Àu) 
e quindi nella regione P> P* 
p 
F(P) = -I. 
{! - (a - ÀO") 
Si ottiene quindi 
p*= Kt 6>../ 
K1- l 
Si può anche vedere la (3) nel seguente modo 
P* 
V*= 
(3) 
(3.1) 
con significato palese. Giacché si suppone 6 > O e quindi, a 
fortiori, 6>.. > O, si ha K 1 > l e ~1 > l. Kl-
Il risultato ottenuto può essere visto anche in un altro modo: 
la quantità 
o 
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rappresenta il valore atteso di un progetto i cui flussi P variano 
secondo la legge 
dP =(a- Àu)Pdt + uPdz. 
Pertanto, se assumiamo neutralità al rischio (nel senso di ac-
cettare il valore atteso come indice riassuntivo della distribuzio-
ne di probabilità) e una deriva pari a a- Àu, otteniamo il mede-
simo risultato conseguito con l'assunzione di una deriva pari a 
a ma con una avversione al rischio gestita da un fattore di cor-
rezione Àu P F' (P). In altri termini è possibile, sotto le ipotesi 
viste, scaricare l 'avversione al rischio sul tasso di incremento del 
prezzo P e contrarlo secondo la propria soggettività (data da 
À). Allora per sapere se in caso di avversione al rischio il prezzo 
soglia P* è maggiore rispetto al caso di neutralità (come intuiti-
V_?,rn_ente dovrebbe essere) basta studiare come varia P* quando 
À aumenta o, che è lo stesso, studiare la derivata di P* rispetto a 
6)... Si hanno due effetti: V(P) = P/6).. diminuisce all'aumentare 
di 6). (causato dall'incremento di "A); in termini di avversione al 
rischio questo avviene perché ci si concentra su determinazioni 
-délla distribuzione di probabilità che sono sempre più piccole (ci 
si fida sempre meno della media come indice). Un incremento 
di À indica che il tasso atteso di incremento di P è inferiore, 
l'opzione su un investimento è meno appetibile e V(P) è mi-
nore. Allo stesso tempo, il costo opportunità dell'attesa cresce 
(il valore atteso di crescita di F(P) è minore), così che il decisore 
è più propenso ad esercitare la sua opportunità di investimento 
piuttosto che a mantenerla in vita. Dei due effetti contrastanti 
il primo prevale e un aumento in À si risolve in un aumento di 
P*, giacché K~ (6)..) > O e quindi ,.,;t6~)2 1 decresce al crescere di 
6 À. Infatti, posto 
Allora 
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dove l'espressione è calcolata in corrispondenza della radice po-
sitiva dell'equazione Q = O. Essendo Q th, = -K1 < O e Q ,ç 1 > O, 
deve necessariamente essere K~ ( {J .x) > O. Si può in alternativa 
calcolare direttamente la derivata ottenendo 
l 
. /[ (e-6>.) _ 1]2 + !g_ _ ( e-6>. _ 1) 
V u 2 2 u 2 u 2 2 K~ (fJ _x) = 2 -----;========----
U . /[ce-6>.) _ !]2 + ~ 
V u 2 2 u 2 
che è evidentemente positiva. Ciò premesso, è facile verificare 
che 
( 
KJ(fJ_x) )' 
KJ (fJ_x)- l 
Pertanto, il rapporto 
p* KJ 
---b.x 
I KJ- l 
<o. 
(4) 
è espresso come prodotto di due fattori, il primo dei quali tende 
decrescendo a uno, il secondo tende monotonamente a + oo. Si 
ha cioè 
KJ 
lim b.x = l· +oo = +oo. 
6-++oo K1 - l 
{J .x cresce più velocemente di quanto diminuisca ~1 , ossia la ,çl-
funzione P* ( {J .x) è crescente e il prezzo soglia P* tende ad au-
mentare. Pertanto al crescere dell'avversione al rischio aumenta 
il valore di P* e il decisore è incline ad attendere più a lungo 
prima di esercitare l'opzione: il rapporto dato dalla ( 4) dovrà 
essere più favorevole per convincere l'investitore ad effettuare il 
progetto; se À = O si ritorna al modello di partenza che è un 
caso particolare del modello dianzi proposto. Per quanto detto, 
inoltre, si ottiene lo stesso risultato nel caso che l 'avversione al 
rischio sia gestita non dall'equazione di Bellman ma dal moto 
geometrico browniano, il cui parametro a viene ridotto della 
quantità Àa- (allora da questo punto di vista è il modello di 
partenza ad essere più generale). 2 
2 Per una trattazione del rischio con l'uso di funzioni di utilità relativa-
mente a un'opzione di sviluppo si veda Peccati-Tagliani (1995). 
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Un semplice esempio di COSOS 
Nella letteratura relativa alle opzioni reali (in particolare, nei 
lavori di Dixit e Pindick) si considerano casi in cui l'impresa 
produce un'unità di prodotto al prezzo P assumendo che tale 
prezzo vari secondo un moto geometrico browniano. Come ri-
levato all'inizio della seconda parte dei questo lavoro, anche ac-
cettando questo tipo di andamento, spesso affatto verosimile, vi 
è un'implicita ipotesi sottostante al modello che risulta molto 
forte e propria solo di alcuni settori industriali: l'impresa che 
deve decidere se attuare il progetto è price-taker ossia consi-
dera il prezzo come un dato, lo osserva istante dopo istante 
e la decisione avviene appunto in base al prezzo osservato sul 
l!l~r:cato. Questo è proprio di settori in cui la differenziazione 
dei prodotti è nulla (ad esempio mercati di materie prime come 
greggio, rame, ferro etc.). Se esiste differenziazione dei prodotti 
l'impresa non è price-taker ma può influenzare il prezzo at-
traverso la qualità dei prodotti o gli investimenti pubblicitari 
~~o-mediante altre determinanti. Verrebbe allora spontaneo di 
considerare un moto geometrico browniano in cui i parametri 
dipendano anche da un controllo u, cioè 
dP = a(u, P)dt + a(u, P)dz. (l) 
Tale equazione può essere valida ovviamente solo nella regione 
P 2:: P* quando il decisore passa da uno stato passivo a uno 
stato attivo. Nel capitolo 9 è stato trattato proprio questo caso. 
A volte tuttavia l'incongruenza sta nella scelta stessa dell'indice. 
Ad esempio in un settore economico ad alta differenziazione non 
esiste un prezzo osservabile, tutt'al più potrebbe esistere un li-
vello medio di prezzi, ma la sua significatività potrebbe essere 
molto ridotta se l'intervallo dei prezzi rilevati è molto ampio. 
Di seguito fornisco un esempio in cui la variabile di riferi-
mento è data dalla domanda del settore economico di apparte-
nenza del decisore e l'investitore può influenzare il prezzo dei 
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beni prodotti attraverso un controllo u che influenza i flussi 
dell'investimento in modo non stocastico. È necessario risolvere 
due problemi: il primo consiste nella determinazione del livello 
u ottimo al fine di massimizzare il valore atteso del progetto, il 
secondo nella determinazione del livello soglia della variabile di 
riferimento che induce alla realizzazione del progetto. 
Si supponga l'esistenza di un'impresa che produce macchine 
per cantiere edile (ad esempio betoniere, dumper, terne), alla 
quale si presenta l'opportunità di rilevare un'azienda che pro-
duce skid-steer1 . Sul mercato vi sono numerose aziende che 
producono tale bene e ciascuna di esse cerca di differenziarlo al 
fine di incontrare il favore dei clienti e di spuntare eventualmente 
un prezzo maggiore. Non esiste dunque un prezzo per questo 
prodotto, ne esistono diversi per diversi modelli che soddisfano 
a diverse esigenze (ad esempio presenza di roll-bar o di tettuc-
cìo protettivo, postazione di guida semovente, limitazione del 
livello sonoro emesso dalla macchina, possibilità di applicazione 
di un braccio escavatore, allarme sonoro per la presenza di per-
sone in prossimità del veicolo ecc.). Non è evidentemente plau-
sibile ipotizzare un moto geometrico browniano "per qualcosa 
che non c 'è" e il prezzo medio non è significativo data l 'estrema 
differenziazione del bene prodotto nel mercato. Si supponga che 
l'imprenditore che deve decidere se acquistare l'azienda di skid-
steer non abbia limiti temporali ossia che l'opzione rimanga in 
vita perpetuamente (potremmo alternativamente pensare non 
all'acquisto di un'azienda preesistente ma all'acquisto ex novo 
di macchine industriali finalizzate alla produzione della carpen-
teria e di componenti meccanici degli skid-steer, in tal caso è 
patente la perpetuità dell'opzione). Egli sa di essere in grado, 
nel caso in cui opti per tale investimento, di influenzare il prezzo 
dei prodotti attraverso un controllo u che potrebbe, a titolo di 
esempio, esprimere l'investimento in marketing (pubblicità su ri-
viste specializzate, assistenza post-vendita, capillarità dei punti 
1 Pale di dimensioni ridotte, agili e funzionali al trasporto di quantità 
modeste di terra da un punto all'altro di un cantiere. 
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di vendita sul territorio, estetica del prodotto, optional sup-
plementari, abilità espositive e contrattuali dei venditori ecc.). 
Si supponga che :u P( u) > O . Sia q la quota di mercato 
dell'azienda di skid-steer e si supponga che u influenzi q di-
rettamente in senso positivo e indirettamente, attraverso P, in 
senso negativo (a causa dell'aumento del prezzo conseguente ad 
un aumento delle spese di marketing), cioè 
d 
-q(u,P)>O 
du 
d 
e -q(u, P)< O. 
d P 
Nel caso di acquisto al prezzo I (che suppongo costante nel 
tempo) l'investitore rileva la quota di mercato q che potrà va-
riare in funzione del controllo u esercitato. Suppongo altresì 
costanti i costi di produzione: in tal modo posso escluderli dalla 
considerazione del problema di determinazione del livello ottimo 
di -u, che rimane invariato. 
L'investitore, al fine di decidere l'attuazione del progetto, os-
serva la dimensione del mercato D(t) e ne valuta le prospettive 
attraverso un moto geometrico browniano 
dD= aDdt + uDdz. (2) 
Il valore D è osservabile e inoltre i parametri a e a sono 
reperibili in (o desumibili da) qualsivoglia prospetto statistico 
delle innumerevoli società di Studi economici esistenti in ogni 
Paese. Se la domanda aggregata è sufficientemente ampia, l'in-
vestitore potrà decidere di investire I per rilevare l'azienda sce-
gliendo il livello ottimo u 0 che garantisca la quota di mercato 
massima. 
Nel nostro caso l'equazione di Bellman diventa: 
F(D) = max {max [V(D)- I], l E(F(P + dP))} 
u 1 + edt 
dove 
V(D) = [ 1"" q(u, P)P(u)D(t)e-•'dt 
o 
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con il vincolo u > O. Sia D* il valore soglia. Se D < D* si trova, 
come noto, F(D) = AD/11 • Nella regione D> D* si ha 
F(D) = max [V(D)- I]= q(u 0 )P(u0 )_!!__ 
u e-a 
dove 
q(u 0 )P(u0 ) = max q(u)P(u). 
u 
Le solite condizioni al contorno conducono al sistema 
D* 
q(u 0 )P(u 0 )-- I= A(D*) 111 
6 
q(uo)P(uo) = f3tA(D*)f11-1 
6 
con 6 := e- a e dove ,61, indica, come sempre, la radice positiva 
~e~l~ equazione 
Si ricava 
e quindi 
l 2 
-u ,6(,6- l) +(e- 6),6- e= o. 
2 
D*= 
,61 6 
,61 - l q( U 0 )P( U 0 ) 
(3) 
(4) 
cioè il valore atteso del progetto deve superare l'investimento I 
del fattore 11~~ 1 6. 
Nel caso di avversione al rischio si può procedere come de-
scritto in Appendice l e introdurre il fattore di correzione 
ÀuDF'(D). 
Si ottiene 
D* = ,61 6 + ÀCY 
,61- l q(u 0 )P(u 0 ) 
(5) 
dove nell'espressione di (31 il parametro a è ora sostituito dal 
valore a - Àu. 
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Un esempio di opzione comune in cui 
la variabile di riferimento è costituita 
dal comportamento dei concorrenti 
Un modo semplice (e semplificato) per poter trattare con-
siderazioni di tipo interattivo (presenza di concorrenza) man-
tenendo il modello matematico di partenza con un 'unica va-
riabile aleatoria è quello di osservare, come variabile di riferi-
mento cioè come indice di remuneratività dell'investimento, il 
comportamento stesso delle aziende concorrenti all'interno del 
settore economico considerato. Il solo fatto di prendere in con-
siderazione le azioni della concorrenza e farne derivare regole di 
comportamento per le strategie di investimento è un implicito ri-
C_?n9scimento del contesto di interazione competitiva all'interno 
del quale un qualsiasi agente economico (eccezion fatta per set-
tori monopolistici ovviamente) opera. 
Il caso seguente, come il precedente, è un chiaro esempio in 
cui l'applicazione della CC A è resa impossibile dall'idea stessa 
- dì comportamento di concorrenti. I parametri a: e a non possono 
essere dedotti da dati di mercato, ma devono derivare necessari-
amente da considerazioni di tipo soggettivo a carico del decisore. 
Questa impostazione risulta efficace in particolare quando le 
decisioni di investimento devono essere prese da aziende il cui 
potere economico risulta minimo rispetto ai leader del settore. 
Si tratta cioè di follower del mercato i quali operano assumendo 
un profilo competitivo basso, seguendo e assecondando le mosse 
dei leader allo scopo di evitare guerre o battaglie concorren-
ziali in cui i primi sono destinati ad avere la peggio. Le azioni 
dei leader hanno una preminente influenza sui payoff dei fol-
lower; questi spesso si intrufolano in nicchie di mercato non 
coperte dai leader per garantirsi un buoni risultati economici. 
Fintantoché la o le aziende leader si concentrano sui segmenti 
più rilevanti del mercato, i follower possono attendersi buoni 
risultati operativi dai propri investimenti. L'osservazione dei 
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comportamenti dei leader permette ai follower di capire quali 
sono le intenzioni delle aziende rivali più influenti e di tarare 
le proprie strategie in base a quelle. Tuttavia non solo aziende 
minori possono utilizzare come variabile di riferimento il com-
portamento dei leader. Concorrenti di pari potere gerarchico 
possono studiarsi e scegliere la tempistica ottima di investimento 
in momenti in cui le rivali sembrano essere più disattente o più 
in difficoltà. Osservare il comportamento vuole allora dire os-
servare la o le variabili di controllo facenti capo ad una o più 
imprese e che siano in grado di determinare, direttamente o in-
direttamente, i flussi dell'investimento che si ha intenzione di 
intraprendere. Un esempio lampante riguarda l'investimento 
in ricerca: l'osservazione da parte di un'azienda delle spese di 
ricerca e sviluppo delle rivali volte al perfezionamento di un 
prodotto o allo sviluppo di una nuova gamma di prodotti può 
essere rilevante per essa ai fini di una decisione di investimento. 
Si supponga che al nostro investitore si offra la possibilità di 
immettere sul mercato un nuovo prodotto o un nuovo modello il 
cui prezzo (supposto costante) sia pari a P. Se la o le rivali1 non 
_ ~t_anno concentrando i loro sforzi sulla ricerca o se gli sforzi sono 
indirizzati in altra direzione e se la reazione all'investimento non 
sarà significativa, la nostra azienda può decidere di investire sul 
progetto. Si supponga che l'impatto (negativo) del tasso istan-
taneo di investimento x dell'azienda osservata sull'investimento 
del nostro decisore sia quantificato da un parametro a > O tale 
che (P- ax)dt sia il flusso scaturente dal progetto nell'intervallo 
dt. x è una variabile aleatoria giacché il decisore non conosce 
il comportamento futuro del concorrente. Egli può configurare 
l'evoluzione di x secondo un moto geometrico browniano in cui 
a sia il tasso di incremento delle spese di ricerca e sviluppo sti-
mato dal decisore e a il parametro di incertezza che moltiplica 
1 D'ora in poi si assume la semplificazione per la quale il decisore osserva 
il tasso di investimento di un'unica azienda ritenuta rilevante (in alternativa 
si può pensare alla media delle spese di investimento delle aziende esistenti 
nel settore). 
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l'incremento dz di un processo di Wiener. È chiaro che a e 
a sono altamente soggettivi e derivano da analisi, studi, con-
vinzioni proprie del decisore e che in nessun modo è possibile 
derivare tali informazioni da modelli quali il C AP M, la cui ap-
plicazione, come quella della contingent claims analysis, non ha 
più, in questo contesto, alcun senso. Alternativamente, si può 
associare al moto geometrico browniano un processo discontinuo 
di Poisson, che dia conto dell'eventualità di "eventi" in cui gli in-
vestimenti di ricerca della concorrente subiscano un incremento 
improvviso. Comincerò con l'ipotesi di moto geometrico brow-
niano, cioè 
dx = axdt + axdz. 
Il valore dell'opzione di investimento dipende in senso inversa-
mente proporzionale da x, così come il valore di investimento. 
Questo significa che all'aumentare di x il valore dell'attesa cre-
sce, diminuendo invece al comprimersi delle spese di ricerca della 
concorrente. Ad un livello di impegno in ricerca e sviluppo suffi-
cientemente basso, tale che ci si possa difficilmente attendere un 
_ ~~cremento dello stesso (se non in un futuro remoto), il decisore 
investirà nel progetto in questione. Pertanto risulta naturale 
porre 
F(x) = max [n(x), 1 E(F(x+dx))]; 
l+ gdt 
ne x) è il valore attuale del progetto di investimento, ovvero 
i oo -et p ax !1(x) = e (P- ax) dt- I= ----I o (l 6 6 :=e- a. 
La regione di attesa è costituita, data la struttura dell'investi-
mento e la sua dipendenza inversa dalla variabile di riferimento, 
da tutti quei valori di x tali che x E (x*, oo ). In questo intervallo 
il valore di proseguimento dell'equazione di Bellman si ricava da 
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la cui soluzione generale è data da 
Dal momento che un valore elevato di x rende molto impro-
babile, in base alle considerazioni fatte, l'investimento (e cioè 
l'esercizio dell'opzione reale), allora F(x) deve tendere a zero al 
divergere di x: 
lim F(x) =O~ A 1 =O. 
x-+oo 
Pertanto 
dove /32 è soluzione negativa dell'equazione 
l 2 
-u /3(/3- l)+ a/3- e= O. 
2 
N ella regione x > x* invece si ha 
P ax 
F(x) = D(x) = ----I. 
(! b 
Le condizioni al contorno sono 
* f3 P ax* A 2 (x ) 2 =----I 
(! b 
f3 A ( *)!32-1 _ a 2 2 x - --
b 
(l) 
che conducono al valore di A 2 (che risulta positivo) e al livello 
critico 
* /32 b (p ) x- - --I 
- /32 - l a f! · 
(2) 
Esso è funzione decrescente di I e crescente di P: se il costo 
dell'investimento è più alto viene richiesto un livello critico x* 
UN ESEMPIO CON VARIABILE COMPORTAMENTALE 211 
minore che lo compensi, aumentando il valore del progetto. 
L'effetto di un incremento di P rende più alto il valore O(x) 
e quindi consente l'accettazione di un valore critico inferiore. 
Se a è positivo, affinché la (2) abbia senso bisogna porre 
e > a. Ma se a < O (ci si attende, in futuro, un impegno 
minore in ricerca e sviluppo da parte dell'azienda concorrente), 
non vi è alcuna restrizione essendo, in questo caso, e- a > O. 
Nel caso studiato il valore dell'opzione di investimento F(x) 
è una funzione concava con derivata negativa in ogni punto del 
suo dominio (vedi Figura l). 
F(x) 
P -I 
e 
FIGURA l 
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Si noti come tu t te le funzioni F (x) fino a qui studiate fossero 
concave crescenti grazie a una relazione crescente tra il valore 
del progetto (e dell'opzione) e la variabile osservata. Ora la re-
lazione inversa tra il primo e la seconda si traduce in termini 
grafici in una funzione concava decrescente, ottenuta dalla fa-
miliare ruotandone il grafico, attorno all'asse delle ascisse, di 
180 gradi. 
Il caso studiato può lasciare perplessi laddove si ammetta 
l'ipotesi che le spese di ricerca e sviluppo dell'azienda concor-
rente seguano un moto geometrico browniano. Se pur in alcuni 
casi una variabile come il prezzo di un prodotto può essere de-
scritta da un moto di questo tipo, una variabile di controllo di 
un agente economico è più difficilmente prevedibile attraverso 
un'evoluzione stocastica di questo tipo. Più verosimile è ipotiz-
zare che, assegnato un valore previsivo a al moto geometrico 
browniano, la variabile di controllo possa compiere salti im-
provvisi in aumento o decremento riflettendo il carattere non 
sempre continuo del parametro x. Può allora venire in mente la 
_possibilità di coniugare il moto browniano con un moto discon-
tinuo di Poisson. In particolare, si può supporre 
dx = axdt + (Yxdz + xdq (3) 
con 
dq = { ~ con probabilità Àdt 
con probabilità l - Àdt. 
Il parametro À rappresenta dunque il tasso medio di arnvo di 
un "evento", l'evento consistendo in un'improvvisa impennata 
( cp > O) o decremento ( cp < O) nella variabile di controllo della 
concorrente (nel caso specifico spese di ricerca e sviluppo). In 
tal caso l'equazione di Bellman nella regione x > x* è data da 
eF(x)dt = t:(F(x + dx)) (4) 
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che, applicando il Lemma di Ito, dividendo per dt e prendendo 
il limite per dt che tende a zero, diventa 
~o-2 x2 F"(x)+axF'(x)-(e+.-\)F(x)+.-\ [F(x(l + cp)- F(x)] =O 
2 
(5) 
La soluzione della ( 5) presenta ancora la forma 
ma ora {32 è soluzione negativa dell'equazione 
l 
-o-2 {3({3- l)+ af3- (e+.-\)+ .-\(1 + cp)fh =O. (6) 
2 
:l?_* è ottenuto dalla (6) per via numerica ed è facile mostrare che 
esso è tanto minore quanto minori sono i parametri À e cp. Il 
caso studiato in precedenza si ottiene ponendo cp = O (o À = O). 
Se poi cp = -1 è possibile trovare una soluzione analitica per il 
livello critico, per l'esattezza 
* x 
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Un esempio di interazione competitiva 
con flussi di cassa negativi 
Si supponga che un'azienda operante in un settore ad alta in-
tensità competitiva sia indotta a sostenere alti costi relativi a in-
vestimenti in marketing per riuscire a piazzare i propri prodotti 
sul mercato, percepiti dai consumatori come sostanzialmente 
omogenei rispetto a quelli della concorrenza. L'azienda si trova 
nelle condizioni di dover impegnare risorse dispendiose al fine 
di creare fittiziamente, attraverso operazioni di marketing, un 
grado di differenziazione sufficientemente elevato che consenta di 
spuntare un buon prezzo. L 'azienda rilascia dunque un flusso di 
cassa negativo pari ab dt ad ogni intervallo dt. Si supponga che 
ad essa si presenti la possibilità di introdurre un cambiamento 
nella tecnologia di produzione e un'innovazione nelle caratteris-
tiche del prodotto. La realizzazione di un investimento in questo 
senso accrescerebbe il grado di differenziazione dei prodotti, 
modificando radicalmente la percezione del prodotto da parte 
dei consumatori creando un vantaggio competitivo sostenibile 
nel tempo (al contrario di quel che avviene per le campagne 
promozionali, in particolare la pubblicità, che funge da reminder 
medium agendo per un tempo limitato) rispetto ai concorrenti. 
Tale vantaggio si estrinseca nell'applicazione di price premium 
tale da assicurare un cash flow addizionale pari f dt su ogni inter-
vallo dt. Il valore del flusso incrementale derivante dal premium 
non è fissato a priori né determinabile con certezza ma dipende 
dalle condizioni del mercato e dalle interazioni competitive. Si 
supponga che la nostra azienda osservi altre aziende presenti sul 
mercato o in mercati collaterali e tragga informazioni sui price 
premium variamente applicati su prodotti analoghi. In base a 
ciò essa si attende, dall'investimento un flusso incrementale pari 
a a/ dt che presenta, secondo le analisi aziendali, una volatilità 
pari a cr f dz dove dz è il familiare rumore bianco; f segue per-
215 
216 APPENDICE 4 
tanto il moto geometrico browniano 
df = afdt +a fdz. 
In tal modo, con un investimento pari a I l'azienda può ottenere 
un vantaggio tecnologico competitivo guadagnando 
flussi (positivi) incrementali e risparmiando flussi (negativi) lega-
ti agli impegni finanziari di marketing, che non sarebbero più 
necessan. Tuttavia, l'investimento nel processo produttivo è 
parzialmente aleatorio, nel senso che ignota è l'eventuale reazio-
ne dei concorrenti e indeterminata la disponibilità dei consuma-
tori ad acquistare i prodotti con price premium senza rivolgersi 
alla concorrenza: u f dt misura la volatilità del flusso incremen-
tale. L'azienda detiene allora un'opzione strategica che mo-
dificherebbe la formula imprenditoriale passando da una poli-
tica di promozione delle vendite, meno costosa, a una strate-
gia di differenziazione che induca segnali di valore presso gli 
acquirenti. Sia / 0 il valore corrente del flusso incrementale. 
Applicando il criterio del VAN l'investimento dovrebbe essere 
intrapreso se (/0 /g) - I è positivo, Con un approccio dina-
mico al processo di decisione l'azienda può pensare di osservare 
il price premium delle aziende che detengono vantaggi tecno-
logici e seguirne l'evoluzione. Può quindi riservarsi la facoltà 
di attendere ed investire nel progetto solo quando il valore del 
price premium è sufficientemente alto da giustificare l'esercizio 
dell'opzione. Il valore dell'attesa induce l'investitore a detenere 
l'opzione, mentre le continue spese di marketing suggeriscono 
un esercizio precoce. Si ha allora 
F(f) = max [-1-, 1 E (F(f + df))- bdt] 
g- a l+ gdt 
da cui 
F(f) = max (o, !_-I, A/131 - _b -] 
b g-a 
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nella regione di attesa P < P*. Il valore critico f* è dato da 
f* = f3t b (1 - ~) 
f3t - l b 
con ovvio significato dei simboli. 

CAPITOLO 10 
LA LOGICA "VAGA" 
10.1 Parametri quantitativi e parametri qualitativi 
La strumentazione fin qui vista riveste numerosi pregi, ma 
anche alcune non trascurabili limitazioni. Risulta difficile ri-
comprendere situazioni complesse in cui il valore di un investi-
l!l~nto e la opportunità di esercizio dell'opzione dipendono non 
dal valore di un'unica variabile aleatoria, ma da più indici presi 
come riferimento cioè ritenuti determinanti ai fini del processo 
decisionale in corso, soprattutto in quei casi in cui un indice di 
riferimento non è rappresentabile mediante un qualche processo 
- afeatorio. La pluralità in sé di tali indici pone problemi di cal-
colo, in quanto l'utilizzo della P D (in questo senso uguale alla 
CCA) implica la risoluzione di un'equazione differenziale alle 
derivate parziali: queste ultime sono in numero pari al numero 
degli indici di riferimento e la complessità di calcolo è via via 
maggiore al crescere del numero degli indici di riferimento. Cor-
relato a questo problema, si aggiunge la possibile compresenza 
di variabili non valutabili quantitativamente. È innanzi tutto 
il caso di investimenti strategici quali l'ingresso in un mercato 
nuovo, l'integrazione verticale o orizzontale, l'ampliamento del 
mix produttivo, il passaggio da una all'altra delle tre politiche 
strategiche di base (leadership di costo, differenziazione, nic-
chia), in cui la formula imprenditoriale subisce un cambiamento 
significativo e in cui l'ausilio di più fattori di riferimento risulta 
indispensabile per evitare errori strategici rilevanti o addirittura 
compromettenti la vita stessa dell'impresa. Oltre ai già citati 
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casi, vi sono situazioni in cui addirittura è impossibile una quan-
tificazione dei flussi positivi derivanti dall'investimento e risul-
tano quantificabili in modo attendibile solo i flussi differenziali 
negativi: si pensi a una riorganizzazione aziendale o a una inte-
grazione verticale o ancora a una fusione tra aziende, situazioni 
in cui è difficilissimo valutare l'effetto sulla domanda e quindi 
sulle vendite. 
Nelle evenienze proposte molteplici fattori sono ritenuti n-
levanti ai fini della decisione, tutti scaturenti da una corretta 
analisi del settore economico di appartenenza. A titolo di puro 
esempio, una possibile classificazione degli indici presi a riferi-
mento (essi cambiano a seconda dell'obiettivo che ci si pone e 
del tipo di investimento da effettuare) è la seguente: analisi del 
grado di concentrazione del settore e rivalità della concorrenza, 
s~udio dei canali di distribuzione, di fornitura, valutazione delle 
potenzialità di sviluppo della domanda del mercato, definizione 
dello stadio del ciclo di vita del prodotto (grado di maturità 
del settore, qualificazione dei bisogni e delle esigenze dei cli-
enti nonché di eventuali minacce da parte di prodotti sosti-
tutivi, verifica dell'esistenza di eventuali barriere all'entrata e 
all'uscita). Lo studio attento e dettagliato dei succitati indici 
non può sempre essere eluso o aggirato attraverso una forzosa 
confluenza di tutti gli indici in un unico indice aggregato (ad 
esempio flussi attesi), la disaggregazione apparendo indispen-
sabile per una comprensione maggiore del problema, a causa 
del diverso riflesso che gli stessi hanno sui flussi attesi e per 
la difficile comprensione relativa alla relazione tra indici singoli 
e flussi (in che modo i canali distributivi impattano sui flussi 
dell'investimento? E in che modo l'evoluzione di questi influenza 
quantitativamente i flussi?), oltre all'eventuale elemento già ci-
tato dell'inaffidabilità di previsioni di flussi. Esiste evidente-
mente uno iato tra la considerazione qualitativa delle opportu-
nità insite nella realizzazione di un investimento strategico e la 
loro valutazione analitico-quantitativa. È questo iato incolma-
bile o si può tentare di trattare quantitativamente anche i casi 
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più avulsi da una immediata e naturale formalizzazione mate-
matica? Per rispondere a tale domanda bisognerebbe chiedersi 
in primis perché si dovrebbe necessariamente sottoporre ogni 
processo decisionale a una forzatura quantitativa anche se esso 
non si presta in alcun modo ad essere inglobato in una "pri-
gione matematica". Se questa forzatura avesse luogo, lo stru-
mento matematico non sarebbe più un mezzo, un ausilio, ma 
un fine, una sorta di forma mentis fossilizzata da cui si è inca-
paci di uscire proprio nel momento più opportuno, quando cioè 
si deve dare valore qualitativo all'analisi quantitativa; questa 
deve, a mio parere, essere uno strumento di valutazione né 
mai può sostituire la soggettività decisionale del singolo preva-
ricando la sua indipendenza qualitativa di giudizio. Sottoporre 
quest'ultima alla valutazione quantitativa significa lasciare adito 
alla prevaricazione di una modellizzazione del mondo reale, at-
tuata attraverso ipotesi semplificative della realtà e delle con-
dizioni soggettive di personale interesse, sulla intuizione e intel-
ligenza umana, su quello che gli aziendalisti chiamano "intui-
to imprenditoriale", che incorpora in sé la considerazione della 
realtà circostante scontando qualitativamente le determinanti 
dell'aleatorietà fenomenologica. Voler produrre coattivamente 
una coincidenza inesistente tra "qualità" e "quantità" o peg-
gio voler inglobare la prima nella seconda risulta, a mio avviso, 
fuorviante. È come viaggiare su un aereo col pilota automatico: 
può andare bene in alcuni casi ma non in ogni evenienza; soprat-
tutto è indispensabile la supervisione del pilota, l'unico che può 
valutare e "scontare" ogni elemento utile al sicuro prosieguo del 
viaggio e al raggiungimento dell'obiettivo (o degli obiettivi). 
L'idea che mi preme sottolineare ha valore più ampio dei 
casi succitati e riguarda in realtà l'interazione tra gli strumenti 
di supporto alla decisione e il problema della valutazione delle 
strategie. Il rapporto tra i due aspetti del processo decisio-
nale non è l'oggetto del presente lavoro, ma ne diviene parte 
integrante nel momento in cui cozza contro l'oggettiva impossi-
bilità di modellizzare la complessità della realtà; si pone dunque 
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il problema di trovare modalità con cui operare l'integrazione 
necessaria nei processi decisionali tra le variabili matematico-
finanziarie ed economico-ambientali con quelle soggettivo-cultu-
rali, connesse alla percezione e intuizione di una persona. Appe-
santire un modello quantitativo appiattendo il processo decision-
ale su di esso significa delimitare il problema a un grado di trat-
tabilità ed osservabilità consono alla strumentazione matema-
tica, le cui risultanze vengono ad essere coerenti con la teoria 
di riferimento più che con la realtà stessa. In sostanza, 'il pro-
blema viene reso calcolabile e, quindi, riproducibile su più con-
testi e più ambienti' (Favotto (1991)). Un approccio oggettivo 
cioè che non lascia spazio alla soggettività dell'individuo, schiac-
ciata dalla razionalità della logica implicita nel modello. Più 
corretto appare l'uso della strumentazione quantitativa come 
ausilio parziale e come indice semplificatorio della realtà stessa, 
coine schema di riferimento in grado di isolare le specifiche dei 
problemi e di cogliere alcuni nessi tra le variabili, che possono a 
prima vista sfuggire se non adeguatamente formalizzati. Ana-
lizzare un settore economico per operare, ad esempio, una de-
- sisione di ingresso non può e non deve essere un'operazione di 
mera traslazione di concetti, idee, valutazioni soggettive in con-
testi numerici privi di mediazione interpretativa della realtà ad 
opera dei soggetti coinvolti. Il modello quantitativo non può, 
perché inadeguato per natura, comprendere in sé ogni aspetto 
del reale ma può, al più, descrivere aspetti singoli, parziali, op-
pure definire globalmente gli elementi più significativi e fornire 
risposte in ipotesi di comodo che devono essere scontate dalla 
percezione e intuizione personale. Una completa rappresen-
tazione del reale è possibile solo partendo da modelli di tipo 
soggettivo-culturale come guida, integrazione, sintesi, cioè come 
quadro di riferimento in cui i modelli quantitativi costituiscano 
un contributo importante. Si può vedere il processo di valu-
tazione strategico come un mosaico, un puzzle composto da miri-
adi di tasselli opachi e impolverati. Essi sono indispensabili nella 
costruzione del mosaico ma presi singolarmente hanno un si-
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gnificato limitato, descrivono una realtà parziale che si nasconde 
sotto lo strato di polvere. Solo l'individuo con la sua soggettività 
è in grado di spolverare i tasselli per renderli lucidi, combinarli 
insieme per ricostruire una visione completa dell'immagine e os-
servare "a debita distanza" l'immagine risultante con un'ottica 
più ampia e comprensiva di tutti i singoli tasselli, i quali sono 
ora non più elementi singoli ma parte di un tutto creato non 
come mero accostamento di pezzi unici e distinti, ma come in-
tegrazione elaborata degli stessi. È proprio il filtro soggettivo 
che permette di "vedere" l'immagine al di là dell'unione dei 
singoli elementi, di perdere cioè il concetto di unione di cose se-
parate e di percepire il risultato di tale unione come qualcosa di 
più di una semplice somma. Allontanarsi dal mosaico completo 
permette poi di operare la fusione completa dei tasselli in un 
unicum e di procedere a una corretta valutazione dell'immagine 
risultante. Verso questo obiettivo si è mossa la ricerca aziendale 
da qualche tempo, impegnata nel porre al centro dell'attenzione 
la variabile della soggettività 'nella sua nuova accezione di pro-
gettualità e finalismo e quindi di generazione di conoscenza e 
di- attivazione di processi di apprendimento' (Favotto, op. cit.), 
nonché i valori, gli ideali e la cultura che si fondono in quella 
che viene definita 'identità profonda dell'impresa'. A tal fine 
da tempo vengono proposte tecniche di rappresentazione della 
realtà che pongono maggiore attenzione ai problemi di natura 
più incerta e soggettiva, difficilmente trattabili con algoritmi 
matematici. Tra queste le tecniche di rappresentazione delle 
situazioni approssimate e confuse a maggiore valenza soggettiva, 
in cui la conoscenza è rappresentata da una raccolta di regole di 
produzione - tecnica di rappresentazione della conoscenza - di 
tipo "fuzzy" e in cui l 'acquisizione della conoscenza è facilitata 
dall'uso di variabili linguistiche (talvolta si parla di algebra ver-
bale)" (Favotto, op. cit.). Esse permettono di trattare diversi 
livelli di vaghezza e diversi gradi di certezza quindi si presen-
tano idonee alla rappresentazione di un "approximate reason-
ing" tipico della mente umana nella descrizione dei processi reali 
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in condizioni frammentate e incomplete. 
Sulla scorta dei ragionamenti intrapresi i modelli finora pre-
sentati costituiscono un valido ausilio alla decisione stategica, 
pur non dovendone sostituire l'aspetto più soggettivo. Essi tut-
tavia paiono entrare in tilt in alcuni casi particolari, in cui la 
complessità della realtà si presenta ingestibile, come è stato più 
volte ricordato. In particolare si è visto che alcuni indici di 
riferimento non sono quantificabili e anche quando lo sono pos-
sono esservi problemi di calcolo. Esiste un modo per forma-
lizzare comunque queste situazioni? La risposta è strettamente 
dipendente dal fine che ci si pone con l'attuazione di tale forma-
lizzazione. Se essa vuole essere un semplice tassello del mosaico 
succitato, allora si può pensare a dare espressione quantitativo-
analitica al problema in modo da avere un ulteriore strumento 
utile ai fini della decisione. Ad esempio, come formalizzare in 
via analitica le risultanze di un'analisi sulla struttura della di-
stribuzione di un particolare settore economico? Come definire 
benefici intangibili. derivanti da investimenti in sistemi di au-
-tomazione informatizzati quali la qualità e la flessibilità? Come 
inserire l'analisi dei gusti e dei comportamenti dei consuma-
tori in un modello quantitativo e come rappresentare la loro 
evoluzione a guisa di variabile aleatoria? Anche ammettendo 
unicità dell'obiettivo imprenditoriale risulta pressoché impos-
sibile instaurare una relazione specifica, pur se indiretta, con 
i flussi derivanti in futuro da una particolare configurazione 
degli elementi citati a guisa di esempio (distribuzione, qualità e 
flessibilità di prodotti, comportamento di consumatori) e dalla 
loro supposta evoluzione, peraltro non formalizza bile (o non 
sempre) attraverso un qualche processo aleatorio soddisfacente. 
Stante i benefici acquisiti con l'applicazione della teoria delle 
opzioni e della programmazione dinamica, che rilevano quan-
titativamnete il vantaggio derivante dall'asimmetria esistente 
nell'opportunità di un investimento, come incorporare nell'anali-
si vista la definizione di una variabile di osservazione primaria di 
PARAMETRI QUANTITATIVI E QUALITATIVI 225 
tipo qualitativo, non atta ad una configurazione quantitativa? 
La strumentazione utilizzata finora costituisce un valido ausilio 
nella rappresentazione delle relazioni tra fenomeni a valenza 
quantitativa, ma tace, perché null'altro può fare, di variabili 
e relazioni che mal si prestano a indossare "abiti" matematici. 
Si supponga che l'opzione di differimento consista nella possi-
bilità per un'azienda di entrare in una nuova area d'affari. Il 
carattere strategico dell'investimento è tale da giustificare ap-
profondite analisi prima della decisione di investimento, e com-
porta l 'osservazione di più variabili idonee a misurare la conve-
nienza del progetto in esame. Alcuni di essi sono indubitabil-
mente quantificabili e, almeno in prima approssimazione, è pos-
sibile e corretto cercare di modellizzare la loro dinamica e la 
loro rappresentatività, al fine di una più profonda comprensione 
delle connessioni strutturali tra le variabili. In genere, l'entrata 
iii -u.na nuova area d'affari richiede l'osservazione della strut-
tura economica del settore in oggetto. Ciò vuoi dire verificarne 
le potenzialità di sviluppo, valutare la forza dei concorrenti e 
le barriere all'entrata, studiarne il grado di concentrazione, il 
grado di fedeltà dei consumatori, la struttura della distribuzione 
nonché i canali di fornitura per le materie prime, e non ultimo 
le proprie competenze gestionali e i propri vantaggi competi-
tivi potenziali. Formalizzare un modello di rappresentazione 
delle variabili in gioco può essere utile ai fini della costruzione 
di un criterio razionale utilizzabile per le decisioni strategiche, 
ma si deve anche tener conto dell'approssimazione insita in essa 
e dell'impossibilità di quantificazione di variabili di natura dif-
ferente. Lo studio di variabili quali prezzi, domanda, profitti, 
costi si presta naturalmente all'assoggettamento quantificato-
rio di un'impostazione matematica, ma che dire dei gusti, della 
cultura dei consumatori, della loro soddisfazione, del modo in 
cui essi percepiscono il prodotto? Che dire ancora della di-
stribuzione o dei fornitori o della concorrenzialità dei prodotti 
sostitutivi? È impossibile o estremamente arduo dare una veste 
quantitativa a variabili che hanno un valore qualitativo. È invero 
226 LA LOGICA "VAGA" 
possibile trovare sotto-parametri connessi a questi indici che ab-
biano natura quantitativa e che in qualche modo li influenzino 
(ad esempio, il numero dei distributori e dei fornitori presenti 
nel settore, il numero dei concorrenti e la loro posizione gerar-
chica relativa in termini di disponibilità di capitale o fatturato o 
numero di dipendenti, la quantità di domanda di prodotti sosti-
tutivi etc.). Ma quand'anche sia possibile operare una relazione 
matematica tra questi sotto-indici e le variabili considerate, essa 
rappresenterebbe solo un aspetto singolo, forse non del tutto 
rilevante per la chiarificazione descrittiva della variabile quali-
tativa. Con ciò si vuole rimarcare il fatto che pur se è possibile 
a volte trovare un aspetto rigorosamente quantitativo anche nei 
fattori prettamente qualitativi, non solo è difficile e arbitraria 
la relazione che si instaura tra l'uno e gli altri, ma soprattutto è 
parziale e possibilmente di incidenza irrilevante o comunque non 
cfeterminante. Andare alla caccia degli aspetti quantitativi di 
una variabile qualitativa può voler dire forzare indebitamente la 
rappresentazione di un fenomeno, e scegliere un'interpretazione 
del fenomeno non tanto in base ad un ragionamento logico e 
-slarificatore ma a m ere esigenze di modellizzazione, con una 
conseguente distorsione e della realtà e dei criteri di scelta da 
utilizzare. Accentuare l'aspetto quantitativo della variabile qua-
litativa (o crearlo ex novo) significa agire non meglio di quel 
medico che per diagnosticare una malattia si concentra su uno 
solo dei sintomi suggeritigli dal paziente, in particolare su quello 
che a lui fa più comodo per nessun altro motivo che per il fatto 
che gli facilita la diagnosi, dimenticandosi in tal modo degli al-
tri e delle loro interrelazioni. Fingere l'inesistenza di aspetti 
non quantificabili non migliora il modello, ma agevola solo la 
sua gestibilità attraverso subdole scorciatoie. Ogni aspetto di 
un problema deve essere considerato, a mio parere, nella sua 
peculiarità e nella sua correlazione logica con gli altri fattori 
del fenomeno considerato; se anche l'approssimazione della rap-
presentazione cresce, se anche il modello assume contorni per 
così dire vaghi, ne beneficia la qualità della comprensione, che 
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si fa più profonda, la significatività della descrizione. Tale os-
servazione non suggerisce di gettare la spugna né di accettare 
quale ineluttabile una modellizzazione forzosamente quantita-
tiva: le risultanze di un'analisi quantitativa possono costituire 
un'àncora cui affidarsi per intraprendere un processo di deci-
sione, ma la consapevolezza della sua intrinseca fallacia deve 
svestirla di un manto di "regalità razionale" atto a concedere 
o meno l'imprimatur alla scelta fatta dal decisore; al contrario, 
essa deve assumere contorni più discreti, deve suggerire più che 
decretare, porre in luce più che stabilire, stimolare più che san-
cue. 
10.2 Gli aspetti soggettivi della decisione 
Il carattere qualitativo di molti aspetti va di pari passo con 
l~ _necessità di considerare gli aspetti più peculiari dell'indole 
del decisore. La soggettività viva e vibrante di costui non deve 
essere costretta in parametri rigidi e costruiti, al contrario deve 
consigliare di rappresentare in modo approssimato la realtà. E 
l'approssimazione, la vaghezza soggettiva e di stampo qualita-
tivo del decisore deve capovolgere il rapporto di subordinazione 
attribuendo alla mente umana un più alto grado di astrazione 
e soprattutto ammettendone la maggiore elasticità e capacità 
di comprensione e, paradossalmente, un maggior grado di ac-
curatezza, giacché il decisore, in quanto persona, è in grado di 
comprendere nelle proprie analisi, anche inconsciamente, fattori 
che sfuggono ad ogni analisi quantitativa, per quanto complessa 
essa sia. Si deve ristabilire il giusto equilibrio tra strumenti di 
decisione e agenti di decisione, sì che gli uni non si sostituiscano 
agli altri. È bene, a mio avviso, anche in sede applicativa, non 
solo 'usare metodi e assunti di base [ma anche] esaminarli' (Fey-
erabend ( 1989)), nel nostro caso esaminare le condizioni person-
ali e le interpretazioni che è possibile dare della rappresentazione 
di un fenomeno. Gli 'elementi soggettivi costituiscono non solo 
la molla e l 'occasione della nostra conoscenza, ma spesso anche 
il loro tessuto connettivo' (Roberta Corvi, Postfazione in Fey-
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erabend ( 1989)) e le stesse emozioni possono avere un valore 
cognitivo. 1 
La rappresentazione di un fenomeno porta con sé, esige la 
considerazione di aspetti che sfuggono ad un'analisi quantita-
tiva. Il tentativo di aderire il più possibile ai fenomeni richiede 
che essi non siano trascurati oppure, laddove possibile, pronta-
mente sostituiti da surrogati quantitativi, come sopra esposto. 
Si rende indispensabile cercare un modo, per quanto primitivo, 
di far rientrare nell'analisi formale gli aspetti vaghi del problema 
in esame, sia quelli derivanti da fattori legati alla convenienza 
di un 'opzione reale attraverso relazioni non quantificabili, sia 
quelli derivanti dalla personalità dell'individuo. I due aspetti 
sono ovviamente due facce della stessa medaglia e ci si può 
chiedere se è possibile far convivere aspetti di natura diversa 
nello stesso abitacolo. Se sì, è chiaro che tale abitacolo dovrà 
essere sufficientemente grande da albergarvi ospiti con una re-
ciproca idiosincrasia e quindi coattivamente conviventi. Al fine 
di formalizzare un problema e di determinare le linee guida per il 
_ processo di decisione ad esso inerente cercherò di tenere presente 
queste osservazioni e di far rientrare con~iderazioni di natura 
altra rispetto a quelle classiche utilizzate nelle modellizzazioni 
quantitative. 
1 Questa posizione è ben espressa da Damasio (1995), il quale afferma 
che razionalità ed emozione non sono attività contrapposte e che anzi 
quest'ultima ha una valenza cognitiva essenziale alla prima. Contrapponen-
dosi al pregiudizio razionalista secondo cui la coppia intelligenza-cognizione 
è superiore alla passione, Damasio afferma che i sentimenti sono altrettanto 
cognitivi quanto qualsiasi altra immagine percettiva, e altrettanto dipen-
denti da elaborazioni della corteccia cerebrale; e se è vero che un eccesso di 
emotività può interferire con le prestazioni cognitive, l'assenza o la sfasatura 
di emozioni può inibire o deviare il processo decisionale. Adducendo a pro-
prio sostegno motivazioni di carattere neurologico egli sostiene l 'idea che 
un'immagine mentale innesca una reazione cerebrale e corporea (emozione-
sentimento) la quale a sua volta modifica lo stato cognitivo che processa 
l'immagine in questione, dando vita ad un ciclo in cui all'elaborazione co-
gnitiva concorre in modo decisivo la risposta emotiva. 
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Procederò in modo euristico, senza l'ausilio di alcuna assio-
matizzazione, introducendo una logica di tipo "vago" in cui si 
impiegano simboli non quantitativi ma verbali, per loro natura 
vaghi e inesatti. Tale approccio, presentato nel prossimo Capi-
tolo, può ricordare la logica '"fuzzy", di cui la mia proposta con-
divide alcuni dei principi di base, quelli secondo i quali l'inaccu-
ratezza di una descrizione, l'uso sfumato di simboli e di regole 
decisionali non costituisce necessariamente un limite di un mo-
dello formale, in base al presupposto che 'ogni cosa è vaga in una 
misura di cui non ci si rende conto finché non si cerca di renderla 
precisa' Russell (1961). La logica che io ho definito vaga prende 
a prestito alcuni strumenti della logica "fuzzy" (ad esempio gli 
enunciati verbali), ma si differenzia innanzi tutto per la consi-
derazione degli aspetti soggettivi, psicologici della personalità 
del decisore, ciò che con quest'ultima non avviene, suggerendo 
l'idea (che mi propongo di sviluppare adeguatamente in altra 
sede) che non sia lecito stabilire modelli norma ti vi di decisione 
fissi e immutabili, ma che sia necessario lasciare al decisore la più 
ampia libertà di scelta. Tale libertà si riferisce sia alla scelta tra 
_ dLversi criteri sia alla scelta all'interno del criterio preselezion-
ato, sul presupposto che non esista un unico modello di decisione 
generale che possa attagliarsi ad ogni individuo e che il concetto 
di razionalità vada "tarato" in base all'indole del decisore. In 
secondo luogo, la logica vaga cerca di trattare il problema di in-
tegrazione formale tra aspetti quantitativi e aspetti qualitativi 
di un problema, mentre nella logica fuzzy è implicito che la li-
bertà di determinazione del grado di appartenenza fa riferimento 
a parametri di per sé quantificabili e che la vaghezza consiste 
nell'appartenenza ad un carattere, non nel carattere stesso, per 
il quale è sempre lecito assegnare uno o più valori numerici. 

CAPITOLO 11 
UN MODELLO DI LOGICA "VAGA" 
Introduzione 
In base a quanto esposto nel Capitolo precedente, si presenta 
di seguito una proposta di valutazione di un 'opzione reale me-
diante l'arricchimento del modello di P D sviluppato in prece-
denza con la considerazione di aspetti qualitativi che sfuggono 
inevitabilmente, almeno in prima istanza, a una formulazione 
di stampo quantitativo. In effetti, il Capitolo presente non si 
2_Qne l'obiettivo di proporre un modello, ma piuttosto di pre-
sentare spunti per la trattazione delle opzioni reali in un con-
testo più generale e di maggiore significatività applicativa. La 
soggettività del decisore è tale da determinare la scelta della 
metodologia utilizzata, difficilmente criticabile in base a con-
siderazioni di carattere normativa. Il modello proposto rivela 
la sua vaghezza e flessibilità mostrando come l'adozione di un 
criterio di scelta deriva spesso da aspetti umani e da impulsi 
emotivi che, a mio parere, non dovrebbero essere repressi, ma 
attentamente valutati. 
Si assuma dunque l 'esistenza di un 'opzione di differimento 
su un progetto di investimento strategico. Il decisore si trova 
a dover decidere se e quando investire. Ai fini della scelta egli 
tiene sotto osservazione due indici di base, che rappresentano 
nel loro insieme la convenienza dell'investimento: il parametro 
quantitativo y e il parametro qualitativo x. La funzione F(y), 
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crescente rispetto a y, esprime il valore dell'opzione di differi-
mento calcolato mediante la programmazione dinamica, e quindi 
è agevole ricavare il valore y* che giustificherebbe, il secondo 
l'analisi di tale variabile, l'esercizio dell'opzione. Ma tale infor-
mazione deve essere utilizzata correlandola con l'informazione 
relativa alla variabile x, secondo indice preso a fondamento 
della decisione; x fornisce indicazioni sul grado di attrattività 
dell'investimento e non è quantificabile, almeno in prima istanza. 
Potrebbe pertanto trattarsi di un "giudizio di valore", una quali-
ficazione tramite aggettivi, una proposizione (si pensi al giudizio 
sui canali di distribuzione, sui gusti dei consumatori, sulla in-
transigenza di eventuali norme legislative ecc.). Si supponga che 
il decisore individui n proposizioni di giudizio, che indicherò con 
i simboli x 1 , x 2 , ••• , X n, le quali esprimano il grado di attrat-
tività dell'investimento. Tale grado è necessariamente "vago" 
ctata la non quantificabilità della variabile x e la "vaghezza" 
della sua rappresentazione (proposizioni, aggettivi, predicati o 
altri indici linguistici). Scopo del decisore è di stabilire, dato il 
valore y* trovato a prescindere dallo studio della variabile x, il 
lla.lore y~ associato al valore xi, i = l, 2, ... , n tale da suggerire 
la realizzazione. 
11.1 Il parametro qualitativo 
Sia y* il livello della variabile y che giustifica l'esercizio del-
l'opzione in base all'analisi quantitativa dell'investimento. Sia x 
la variabile qualitativa scelta coma parametro di osservazione. 
Un'analisi qualitativa viene svolta, come detto, al fine di indivi-
duare il grado di attrattività del progetto di investimento su cui 
si incentra il processo di decisione. Il decisore, sulla base delle 
osservazioni dei due parametri di riferimento dovrà scegliere se 
esercitare l'opzione o continuare a detenerla. A tal fine redige 
a priori una sequenza di n enunciati, consistenti in aggettivi 
e/ o predicati e/ o proposizioni, atti a descrivere diversi livelli 
di attrattività dell'investimento. Si denotino tali enunciati (che 
per loro natura sono "vaghi") con i simboli x 1 , x 2 , ••• , X n-
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Sia A l 'insieme degli n enunciati selezionati come rappresen-
tativi di ogni possibile livello di attrattività del progetto; si ha 
pertanto Xi E A per ogni i, i = l, 2 ... , n. Il decisore si pone 
l'obiettivo di integrare le risultanze delle due analisi, quanti-
tativa e qualitativa, ai fini della decisione. Esse sono conden-
sate in una coppia di elementi (xi, y), qualitativo e quantita-
tivo rispettivamente. Da questi valori 1 deve essere ricavato un 
livello soglia di esercizio dell'opzione. Più precisamente, obiet-
tivo del decisore è, in primo luogo, assegnare un valore in base 
all'osservazione dei due parametri. Per y ciò avviene natu-
ralmente attraverso un numero positivo, per x si sceglie uno 
degli elementi dell'insieme vago A. In secondo luogo, egli si 
prefigge l'obiettivo di associare ad ogni elemento dell'insieme 
A un valore Y? E R~ tale che la coppia (x i, Y?) in A x R~ 
sia una "coppia di esercizio", la quale cioè giustifichi la deci-
siohe d'investimento. Infine, se, dato un valore osservato xi, 
y ~ Y? l'opzione verrà esercitata. Se al contrario y < yo 
l'azienda attenderà il periodo successivo per compiere nuova-
mente l'osservazione. L'associazione tra gli n predicati di A e i 
yalori numerici di y 0 non può essere rigorosamente costruita in 
termini quantitativi. Un'applicazione tra un insieme vago e il 
campo dei numeri reali è un'operazione logica necessariamente 
approssimata e soggettiva, che tuttavia può essere formalizzata 
in via euristica sì da essere generalizzata a criterio decisionale. 
Ma se apparentemente questa è la debolezza dell'approccio che 
ho definito vago, ne rappresenta in realtà la forza. In primo 
luogo, il legame esistente tra dominio e condominio della fun-
zione non è un legame oggettivo ma soggettivo. Ciò esalta, come 
1 Condensare informazioni in due elementi ( quantitativi o qualitativi che 
siano) appiattisce comunque almeno in parte le sfaccettature della realtà. 
Nella formalizzazione di una situazione economico-sociale questo è inevita-
bile, ma è bene rimanerne sempre consapevoli, se si vuole giustificare l'uso 
di un modello come ausilio alla decisione e non come giudice supremo, sot-
tomettendolo quindi alla valutazione finale umana (per sua natura qualita-
tiva). 
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deve essere, la psicologia dell'individuo, il quale è unico giudice 
della "bontà" del legame scelto. Al decisore può tutt'al più es-
sere proposto un insieme di alternative possibili per realizzare 
la corrispondenza da A in R~, lasciando a lui la scelta della 
funzione adatta ai suoi bisogni. In secondo luogo, il dominio 
della funzione è un insieme vago, non numerico, e l'associazione 
con il codominio non può essere compiuta, almeno in prima 
istanza, coi metodi tradizionali, ad esempio direttamente con 
espressioni analitiche (si deve infatti associare un enunciato con 
un numero). 
L'approssimazione del ragionamento che verrà svolto in se-
guito, la "vaghezza" delle considerazioni e la criticabilità delle 
soluzioni che verranno proposte costituiscono a mio parere un 
vantaggio del modello, perché la ricerca stessa di una qualunque 
soluzione è una riprova della necessità, in un processo di deci-
sione economico, di integrare elementi che risultano avere un 
legame molto vago con gli strumenti matematici. Di seguito si 
presenta un tentativo, pur rozzo e semplificato, di integrare gli 
elementi quantitativi e qualitativi di un processo di decisione 
-relativo ad un investimento industriale. L'intento, ribadisco an-
cora una volta, è sottolineare l'importanza di un aspetto ge-
neralmente sottaciuto in letteratura. E se in campo aziendale si 
privilegia la vaghezza alla formalizzazione di criteri di scelta, in 
campo matematico si ha la tendenza a dimenticare gli elementi 
vaghi. L'ambizioso obiettivo che mi prefiggo non di raggiungere 
ma di porre all'attenzione è quello di integrare i due campi di 
ricerca, nonché di rilevare l'importanza degli aspetti soggettivi 
ed emotivi in un processo di scelta. 
Ogni proposta sviluppata ha senso solo in quanto la si in-
quadri in un determinato contesto psicologico: a volte rivelerò 
il pensiero soggiacente alla scelta di un metodo rispetto ad un 
altro, altre volte lo lascerò indeterminato. Ma la prefernza at-
tribuita è questione che il decisore deve risolvere uti singulus, 
creando in sé la consapevolezza del proprio operare, delle pro-
prie idee, delle proprie idiosioncrasie, della propria indole. È in-
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teressante notare come diversi modi di procedere nei vari stadi 
del processo di decisione derivino la loro scelta da condizioni 
psicologiche proprie del decisore e che la scelta di un criterio 
piuttosto che un altro deve essere fatta ricondurre ad elementi 
soggettivi dell'individuo, comprese le sue emozioni. Solo com-
prendendo questo aspetto si può cominciare a porre in dubbio 
l'idea di una immutabile legge normativa che stabilisca quali 
criteri di valutazione debbano essere utilizzati, senza la consi-
derazione degli aspetti soggettivi del decisore, non ultimi i suoi 
obiettivi, desideri ed emozioni, più complessi e interconnessi di 
quanto non si voglia solitamente far credere. 
11.2 Il modello 
Si consideri un'azienda che si trova di fronte all'opportunità 
di jnvestire in un progetto strategico e sia y* il livello critico 
della variabile quantitativa che giustificherebbe, in assenza di 
altre analisi, l'esercizio dell'opzione, ottenuto con i modelli di 
programmazione dinamica fin qui visti. Un possibile criterio di 
decisione è presentato di seguito, partendo dalla costruzione di 
u~a funzione vaga da A in R~. 
In primis, un organo aziendale competente redige gli enun-
ciati xi di cui sopra e stabilisce un ordine di preferibilità che 
rappresenti una scala ordinale di attrattività dell'investimento 
in base all'analisi qualitativa, tale che 
(l) 
con la specificazione suggerita si vuole indicare che la quali-
ficazione per la quale l'investimento risulta maggiormente at-
traente è data da Xn, mentre x 1 rivela un grado di attrattività 
minimo del progetto in esame. 
Si costituisce un gruppo di m analisti e a ciascuno di essi 
si mostra il livello critico y* derivante dall'analisi quantitativa; 
si prende un generico elemento x i e si chiede ad ogni analista 
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di associarvi un intervallo I f = [a{ , b{], j = l, 2, ... m, di va-
lori ritenuti plausibili (accettabili) per l'esercizio dell'opzione 
d'investimento. Se il valore y* è ritenuto in qualche modo vin-
colante il decisore (ad esempio il consiglio di amministrazione 
della Società) può imporre che la scelta dell'intervallo sia tale 
che y* E [a{, b{] 't/i, j. Risulta naturale che un incremento nel 
grado di attrattività qualitativa dell'investimento possa indurre 
a far accettare un livello critico di y minore e che una minore 
preferibilità qualitativa debba essere compensata da un livello 
critico quantitativo maggiore. È naturale allora imporre 
(2) 
Ogni analista produce dunque una sequenza di n intervalli, as-
sociati agli enunciati xi. Una volta comunicati al decisore gli 
intervalli scelti, questi si prefigge il compito di estrapolare tra 
gli m intervalli così costruiti un intervallo di riferimento per ogni 
qualificazione x i, riassunti v o delle opinioni degli analisti. Questo 
passo può essere compiuto in diversi modi. Uno di questi con-
- si~te nel calcolare la media aritmetica degli estremi inferiori e 
degli estremi superiori, e considerare quindi l'intervallo 
Alternativamente si può considerare l'intersezione 
I; = [m~x a{, m~n b{] = If n I[ n ... I["' 
} } 
essa risulta sicuramente non vuota se è soddisfatta la condizione 
y* E I/ 't/i, j (dal momento che almeno l'elemento y* appartiene 
a I;). La scelta di imporre l'inclusione di y* nella definizione 
degli intervalli rivela un preciso atteggiamento psicologico per 
il quale l'analisi quantitativa risulta, anche in prima battuta, 
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vincolante, nel senso di costituire un perno su cui incentrare il 
processo di associazione di x a y. Se la condizione di cui sopra 
non è richiesta e l'intersezione è vuota, si possono proporre varie 
soluzioni. Ne cito una a titolo paradigmatico. Si prendono tutti 
gli intervalli I/ e si formano tutte le combinazioni possibili di 
intersezioni prendendo gli intervalli a due a due, a tre a tre e 
così via. L'intervallo I; estrapolato sarà quello per cui il mag-
gior numero di intervalli è coinvolto, ciò che definirò intersezione 
massima. A parità di combinazioni che danno luogo a una in-
tersezione massima, si potrebbe scegliere l'intersezione associata 
alla lunghezza minore oppure maggiore dell'intervallo: anche in 
questo caso diverse interpretazioni psicologiche possono dare ra-
gione della scelta; in caso di lunghezza identica si sceglierà in 
base ad un criterio di prudenzialità o di propensione al rischio. 
Per comprendere più chiaramente la procedura si considerino i 
s~guenti intervalli: 
Il= [3, 6) I[ = [5, 7) I!= [1,4) If = [2, 8). 
L'intersezione massima è costituita da tre intervalli e può essere 
ottenuta sia come If n I? n I[ = [3, 4) sia come If n I[ n I[ = [5, 6). 
Si tratta di intervalli aventi medesima lunghezza. Il decisore 
sceglierà il primo o il secondo in base alla propria avversione al 
rischio (una maggiore avversione al rischio lo porterà a scegliere 
il secondo intervallo che raccoglie valori di y maggiori). 
La scelta tra le due modalità di estrapolazione brevemente 
accennate dell'intervallo 1; riflette evidentemente inclinazioni 
soggettive differenti del decisore: nel primo caso il decisore crea 
un "super-analista" fittizio che indichi ex novo un intervallo di 
riferimento compensando le opinioni dei vari analisti. Il signifi-
cato del calcolo di un media in termini logici è per l'appunto la 
creazione di un indice riassuntivo che prenda in considerazione 
tutti i singoli valori coinvolti. La seconda modalità invece è volta 
a includere solo quei valori sui quali tutti gli analisti sono con-
cordi nel loro giudizio e rivela quindi un tentativo di conciliare 
in modo completo le loro opinioni; l'intervallo di riferimento 
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così trovato è un insieme di valori ricompreso nell'indicazione 
di ciascun esperto, mentre la prima procedura può comportare 
la scelta di valori non espressi da almeno uno degli analisti. 
All'interno della seconda procedura si è poi visto il metodo 
di cernita degli intervalli nel caso di esistenza di intersezioni 
vuote. Tale metodo rivela l'atteggiamento "maggioritario" che 
premia la concordanza (in termini di intersezioni di intervalli) 
del maggior numero di esperti su un intervallo di riferimento 
o su alcuni valori di esso. Entrambi i metodi visti pr:esuppon-
gono che il decisore abbia la medesima considerazione per gli 
m analisti. In caso contrario, altri criteri "ponderati" potranno 
essere utilizzati. Ad esempio se due o più combinazioni di inter-
valli danno luogo all'intersezione massima, è possibile scegliere 
la combinazione ottima sulla scorta di ragionamenti che fanno 
riferimento al grado di professionalità e attendibilità di ciascun 
esperto. 
La seconda fase consiste nella scelta di uno tra i valori dell'in-
tervallo di riferimento I; rispettando il vincolo dato dalla (2). 
Si supponga che la scelta di I; sia avvenuta con il metodo della 
·media: si può allora anche in questa fase utilizzare il valore 
medio degli estremi dell'intervallo di riferimento I;. Si ha quindi 
Y:> = _l {~ai+ bi) . 
l 2m\~ l l ' \J=l 
per il soddisfacimento della (2) è sufficiente imporre agli analisti 
le seguenti restrizioni: 
a{> a{+ 1 b{ > b{+ 1 Vi,j, i= 1,2, ... ,n J = 1,2, ... ,m. 
(3) 
Infatti in tal caso si ha, immediatamente, 
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Qualora poi il decisore ritenga le competenze degli analisti non 
simmetriche, può utilizzare una media ponderata con pesi a i 
tali che 
m 
j=1,2, ... ,m, L: ai= l: 
i=1 
si ha 
e 
anche in questo caso la (3) risulta sufficiente per garantire il 
rispetto del vincolo dato dalla (2). 
Un altro fattore che potrebbe influire sul processo di scelta è 
la relativa importanza e capacità critica che il decisore assegna 
a-sé e agli esperti. Una piena fiducia in se stessi può spingere 
a ritenere i giudizi di esperti puri indizi di riferimento, un alto 
valore assegnato invece alla professionalità degli esperti e una 
certa insicurezza nelle proprie capacità può portare alla scelta 
di metodi concentrati sul pool di analisti, lasciando a se stessi 
un mero ruolo di ratifica della decisione. La scelta stessa di 
una metodologia fa riferimento ad aspetti peculiari della sogget-
tività del decisore, la selezione stessa tra le varie possibili for-
malizzazioni di una metodologia è espressione di p'ersonalità. 
La decisione di scelta delle modalità con cui trattare il processo 
di decisione stesso (uso di un'analisi qualitativa piuttosto che 
di una quantitativa, uso di funzioni di utilità piuttosto che di 
metodologie non normative e più euristiche, uso di program-
mazione dinamica piuttosto che di contingent claims analysis, 
ecc.) deriva da giudizi vaghi (nel senso di non formalizzati) in-
eliminabili. Anche questo è il motivo per cui penso più ad un 
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nucleo di proposte di gestione di un processo di decisione più 
che ad un unica prescrizione metodologica. 
11.3 Valore qualitativo e valore 
quantitativo di un'opzione strategica 
Il valore Y? così trovato è il livello critico che giustifica l'inve-
stimento a fronte di un valore xi del parametro qualitativo. La 
procedura è ripetuta per ogni i fino ad ottenere le n coppie di va-
lori (xi,Y?), i= 1,2, ... ,n. Le coppie trovate, oltre a costituire 
coppie d'esercizio, recano informazione sul valore (quantitativo) 
implicitamente attribuito dal decisore alle risultanze dell'analisi 
q.ualitativa. Contrassegnando con F(y) il valore dell'opportuni-
tà d'investimento calcolato mediante relazione tra i dati quanti-
tativi e con W(x) il valore dello stesso derivante dall'analisi qua-
litativa, chiamo il primo valore quantitativo e il secondo valore 
_ !!_"!:_alitativo. Il problema di decisione è un problema di optimal 
stopping (dove la dizione di optimal stopping è usata in senso 
lato dal momento che coinvolge operazioni logiche di tipo non 
solo quantitativo ma anche qualitativo); esso consiste nel cal-
colo delle coppie di esercizio (xi, y~), che dividono la regione di 
investimento dalla regione di attesa. Esse sono equivalenti, nel 
senso che rappresentano punti di frontiera tra la regione di opti-
mal stopping e quella di attesa. Ma se ciascuna di esse giace sulla 
frontiera è evidente che il valore complessivo dell'investimento 
in corrispondenza di esse è il medesimo. Il valore complessivo 
dell'investimento Z(x, y) = F(y) + W(x) può essere descritto 
come una funzione a due variabili separate vaga (la vaghezza 
consistendo nel carattere qualitativo e approssimato della se-
conda variabile indipendente) definita in A x R~ a valori in R 1 
e i punti di frontiera (xi, y~) costituiscono un insieme di livello 
per Z (x, y). Essa assume cioè il medesimo valore in corrispon-
denza delle coppie di esercizio (xi,y~),i = 1,2 ... ,n. Pertanto 
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si ha 
F(y~) + W(xi) = F(y;) + W(x 2 ) = · · · = F(y~) + W(xn) = Z. 
(4) 
Ponendo y~ - y* 
modo: 
ki la ( 4) può essere riscritta nel seguente 
F(y* + kt) + W(x 1) = · · · = F(y* + kn) + W(xn) = Z (5) 
dove il rispetto della (2) implica 
(6) 
La (5) può essere letta nel seguente modo: rilevato con Xi 
il grado di attrattività dell'investimento secondo le risultanze 
dell'analisi qualitativa, ki rappresenta l'incremento (positivo o 
negativo) che il livello critico y* deve subire per generare lo 
stesso valore complessivo dell'investimento. Ma se (xi, y~) è 
una coppia di esercizio, allora il valore quantitativo dell'opzione 
_~_dato dal suo valore attuale netto, cioè 
dove la funzione G indica il valore attuale netto. La (5) diventa 
allora 
G(y* + ki) + W(x1) = · · · = G(y* + kn) + W(xn) = Z (5-bis) 
Da questa si ricava 
Vi. (7) 
Essendo G(x) strettamente crescente, la (7) è un'espressione 
positiva e quindi si ha la relazione 
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F y) 
f 
G(y*) 
W(xi+l)- W(xi) 
- _J,_-
FIGURA l 
che è del resto una naturale conseguenza delle assunzioni (l)-
(2). In tal modo si riesce a dare una precisa quantificazione 
all'incremento del valore qualitativo in conseguenza della va-
riazione della variabile Xi (Figura 1). 
È possibile ottenere il valore puntuale della funzione W (x) 
in corrispondenza degli n punti del dominio x 1 , x 2 , ••• , X n me-
diante il seguente ragionamento: se l'analisi qualitativa non 
fosse realizzata dell'azienda, la coppia di esercizio collasserebbe 
nell'unico valore di esercizio y*. L'attribuzione della qualifi-
cazione xi fa spostare il livello di y a Y? o, in altri termini, a 
y* + ki. ki è la variazione di y* che l'analisi qualitativa richiede e 
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quindi in qualche modo deve indicare, indirettamente, il valore 
di W(xi)· Approfondiamo questo aspetto. Si faccia un ipotesi a 
ritroso, ossia relativa alla redazione delle n qualificazioni vaghe 
che costituiscono una scala ordinale. Nella compilazione delle 
enunciazioni qualitative, il decisore presenta anche quella qua-
lificazione x* che trova corrispondenza in y*. Essa può essere 
anche lasciata agli m analisti e poi selezionata secondo diverse 
modalità. Si noti che mentre le altre qualificazioni sono defi-
nite in modo standard, associando con una legge vaga ad ogni 
xi uno e un solo valore di y;, nel caso di x* si ha il processo 
mentale inverso: dato y* si cerca quella qualificazione x* tale 
che y( x*) = y*. Si cerca in sostanza la controimmagine di 
y*. Comunque o da chiunque sia enunciata la qualificazione x*, 
essa rappresenta la situazione di neutralità ai fini dell'esercizio 
dell'opzione. Di fronte ad una situazione descritta da x*, il de-
cìsore ritiene che i legami intercorrenti tra le variabili quantita-
tiva e qualitativa siano neutri nel senso che l'analisi quantitativa 
di per sé fornisce il corretto livello soglia di esercizio dell'opzione 
reale mentre l'analisi qualitativa lascia immutata la descrizione 
della situazione nonché il livello di esercizio. Il decisore deve 
a questo punto stimare il valore W(x*): esso potrebbe essere 
inteso come insieme di flussi aggiuntivi rispetto a quelli previsti 
con l'analisi quantitativa. La stima dipende dal modo in cui 
il calcolo di G(y) è stato effettuato. Se G(y) è una funzione 
costruita senza considerare una determinata situazione quali-
tativa, allora W(x*) deve essere stimato considerando i flussi 
incrementali che la variabile x apporta al progetto. Se G(y) è 
espressione di y per un dato valore di x allora, essendo proprio x* 
tale valore (per definizione), si ha che W(x*) =O e W(xi) rap-
presenta la parte incrementale di W non considerata nell'analisi 
quantitativa 2 • 
2 11 ragionamento corre su una strada che ha molte biforcazioni. Sto 
cercando di mantenere la strada maestra anche se gli incroci diventano 
sempre più numerosi. In questo specifico caso, la strada che ho appena 
lasciato alle spalle conduce al problema di scovare i presupposti qualitativi 
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Si ponga W* = W(x*). Si ha, in base alla (5)-bis, 
Z = G(y*) +W* = G(y* + ki) + W(xi) 
da cui si ricava 
(8) 
A questo punto si conoscono le coppie di esercizio e il valore 
qualitativo di un generico xi. Cosa succede se l'analisi qualita-
tiva porta ad una situazione intermedia tra quelle precodificate? 
Si denoti con x una generica situazione che non rientri tra le n 
qualificazioni ma che sia collocabile tra Xi e xi+l· Proporrò di 
seguito un criterio utilizzabile per definire la variabile y tale che 
(x, y) costituisca una coppia di esercizio. Numerosi altri sono 
proponibili: i loro vantaggi e svantaggi sono relativi a differenti 
assunti sulla psicologia del decisore. 
-Il decisore assegna ad ogni qualificazione un grado di apparte-
nenza !3i, f3i E [0, l] che indichi l'aderenza di x alle caratteri-
stiche descritte in termini vaghi dalla situazione xi, i = l, ... n. 
Può essere naturale collocare x tra due qualificazioni Xi e xi+l 
- e-assegnare valori positivi solo a ai e ai+l assegnando invece 
valore nullo alle altre qualificazioni. Nulla vieta tuttavia che 
!3i > O Vi purché L: ~=O f3i = .1. 3 In generale, si può pensare di 
insiti in un'analisi quantitativa. Questa può essere eseguita immaginando 
una determinata situazione del parametro qualitativo. Di ciò deve essere 
tenuto conto, perché la situazione immaginata è la situazione di neutralità 
x*; il suo valore W( x*) è nullo perché la sua considerazione è incorporata 
già nel valore F(y) = G(y). Se l'analisi quantitativa si disinteressa degli 
aspetti qualitativi invece, ecco che la funzione W(x*) deve allora indicare 
il valore aggiuntivo non considerato in F(y). Questo problema merita una 
trattazione più estesa, io ne ho solo accennato per poi proseguire sulla 
strada maestra. 
3 Siamo ancora ad un bivio del corso principale: perché non ammettere 
valori positivi solo per le due qualificazioni che approssimano per difetto e 
per eccesso la situazione x? Mi sia consentito di tralasciare anche questo 
problema, che coinvolge la costruzione di una relazione d'ordine con tutte 
le questioni sulla transitività. Mi riservo di tornare sull'argomento in altra 
sede. 
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porre 
n 
i=O 
Pertanto, in base alla (8), si ricava 
n 
W(x) = G(y*) +w* - L J3iG(y* + ki+l ); (9) 
i=O 
se x= Xi e quindi /3j =O Vj =/= i, si ritrova la (8). Infine da 
G(y) = Z - W(x) 
si ricava la controimmagine di G(y), ossia y stesso. 
Questo metodo indiretto di calcolo a ritroso di y è solo uno 
~e~ _tanti possibili criteri. Ognuno di essi rivela interpretazioni 
personali dell'agente economico, preferenze per un determinato 
approccio decisionale, il cui significato è difficile da scandagliare. 
Sarebbe meglio scegliere ad esempio una modalità diretta e 
considerare y come combinazione lineare degli Y? calcolati in 
-precedenza, così che y = L~=o f3iy~?4 Questa domanda non ha 
risposta univoca, ma dipende dalle condizioni soggettive in cui 
si trova l'unità decisionale. Questi può sentirsi in grado di asse-
gnare un grado di appartenenza e attribuirlo al valore qualitativo 
W(xi) piuttosto che direttamente al valore yr L'oggetto cui ci 
si riferisce parlando di grado di appartenenza f3i è quindi essen-
ziale nella scelta di uno tra i vari criteri che prevedano l'uso di 
un grado di appartenenza (e, conseguentemente, nella decisione 
di esercizio). 
Alternativamente, il decisore può pensare di trasformare le 
n proposizioni vaghe in parametri quantitativi, ordinandole me-
diante una scala di valori tale che la relazione qualitativa acquisti 
una natura quantitativa, cioè che la relazione 
4 Cfr. la nota precedente. 
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si tramuti in 
per cui la funzione W(x) sia ora definita non più nel dominio 
vago A, ma nel dominio R~, comprendendo inoltre ogni pos-
sibile situazione intermedia tra le n possibili qualificazioni. Si 
può supporre una normalizzazione del dominio tale che x E [0, l] 
e che all'elemento x i del vecchio dominio corrisponda il punto 
Xi = (i- 1)/(n- 1), i= l, 2, ... , n mediante una equidivisione 
dell'intervallo [O, l J. Come determinare allora il valore della fun-
zione W (x) in corrispondenza di un generico x? Già conosciamo 
i valori W (x i = (i- l Y( n- l)); per giungere alla espressione ana-
litica completa bisogna interpolare con qualche procedura gli n 
punti visti giacenti sul grafico della funzione. Anche in questo 
caso vi sono innumerevoli possibilità degne di attenzione nonché 
eli -critica: ad esempio si può ricavare l'espressione della fun-
zione W(x) attraverso l'unione con un segmento dei due punti 
(xi, W(xi)) e (xi+l, W(xi+J)) (Figura 2). 
Pertanto si avrà 
con i = l, 2, ... , n - l. Si assume quindi che il decisore abbia 
un'indole tale da attribuire valori in modo lineare. Che cosa 
questo voglia dire non è possibile specificarlo con esattezza. Ciò 
che conta è che il decisore ab bi a la consapevolezza di quello 
che fa, dei vantaggi e degli svantaggi di un certo modo di ope-
rare, vantaggi e svantaggi non quantificabili ma qualificabili dal 
decisore stesso. La selezione di criteri qualitativi sarà sempre 
inerente alle caratteristiche individuali del decisore e come tale 
inconfutabile e inattaccabile da un punto di vista normativa, 
se anche ciò implica una incoerenza nel suo comportamento, 
purché di tale incoerenza il decisore sia consapevole. 
Commenti conclusivi 
Una siffatta procedura è senza dubbio criticabile da numerosi 
W( x) 
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_2_ 
n-l 
FIGURA 2 
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punti di vista essendo impostata in modo euristico e implicita-
mente assumendo come prioritaria l'indole soggettiva del de-
cisore. E tuttavia rappresenta un primo tentativo di gestire 
formalmente la convivenza tra indici quantitativi e qualitativi 
nei processi di decisione aziendali di cui il decisore si trova a 
dover tener conto nel suo processo di decisione. I passaggi più 
critici avvengono proprio nella fase di quantificazione formale 
dell'indice qualitativo e in sede di induzione nella costruzione 
della W (x). È difficile associare un valore numerico (pur con 
valenza meramente ordinale) a proposizioni del tipo: "L 'immagi-
ne dell'azienda è percepita in modo positivo, i prodotti azien-
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dali godono di alto prestigio e vengono percepiti dalla clien-
tela come notevolmente differenziati rispetto a quelli dei con-
correnti"; "I prodotti aziendali presentano un buon livello qua-
litativo, pur mancando ampiezza e profondità nella linea dei 
prodotti immessi dall'azienda sul mercato; "I canali distribu-
tivi sono capillari sul territorio e di ottima qualità, la rete degli 
intermediari è compatta, il rapporto di fiducia è minato però 
da inizative promozionali da parte degli avversari"; "Il reparto 
Ricerca e Sviluppo è composto da ricercatori altamente creativi 
e affidabili, che tuttavia mancano di esperienza nel settore". 
Si tratta di qualificazioni "vaghe", che determinano un altret-
tanto "vago" grado di attrattività di un ipotetico investimento 
strategico. Esse spesso risultano estremamente importanti nella 
valutazione di un progetto che modifichi la formula imprendi-
toriale, eppure non sono quantificabili. Anche quando lo sono, 
:iie- deriva un processo che coarta la loro natura qualitativa inne-
standole forzosamente in uno schema quantitativo. In questo 
processo di trasformazione qualitativo-quantitativo si perdono 
sempre informazioni, che per quanto vaghe (anzi proprio perché 
-- vaghe) risultano fondamentali ai fini della deliberazione. Infatti, 
anche la sola formalizzazione di una scala ordinale deprime la 
significatività di una proposizione verbale, avente sfumature im-
possibili da cogliere quantitativamente, le quali vanno al di là 
di un relazione d'ordine. 
Il tentativo fatto, pur rozzo e approssimativo, vuole semplice-
mente porre l'attenzione sulla necessità di gestire informazioni 
multiple di cui solo una parte sono domabili formalmente con 
il linguaggio della matematica, mentre altre dovrebbero per 
quanto possibile essere trattate nel modo "vago" e approssimato 
che è loro proprio. Quando si pone il problema di congiungere 
criteri di decisione basati su parametri e quantitativi e qualita-
tivi si deve operare una scelta tra le due: o si cala l'indice quanti-
tativo in un contesto di "vaghezza verbale" oppure, all'opposto, 
si forza l'indice qualitativo ad indossare un abito quantitativo. 
N ella trattazione seguita questa seconda scelta è stata compiuta 
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e trattandosi per l'appunto di un processo forzoso e per certi a-
spetti non lecito si è tenuto presente il carattere esemplificatorio 
e non normatvo del discorso. Una eventuale formalizzazione nor-
mativa pone problemi notevoli sia a livello di costruzione formale 
sia, soprattutto, a livello filosofico di accettabilità di un modello 
fisso e immutabile di razionalità: in tal senso è da tenere sempre 
presente che la mente umana, per sua natura vaga, è in grado di 
effettuare valutazioni qualitative che sfuggono ad ogni modello 
quantitativo ponderando fattori quantitativi e qualitativi che il 
linguaggio matematico non riesce a compiere. È chiaro quindi 
che la soggettività del decisore è comunque basilare nel creare ex 
novo l'associazione tra parametri qualitativi e parametri quan-
titativi, ed è per questo che il procedimento seguito parte dalla 
fissazione di un certo numero di proposizioni qualitative Xi e 
dall'associazione ad esse di valori y? lasciate all'immaginazione 
- -- t 
e al giudizio soggettivo del singolo decisore. La legge, la fun-
zione che all'elemento Xi fa associare l'elemento W(xi) non è 
esprimibile matematicamente perché il giudizio di un individuo, 
il suo pensiero, le sue idee, pur generati da neuroni cerebrali di 
natura quantificabile, sfuggono a rappresentazioni matematiche 
per la loro intrinseca ineffabilità. Lungi dal voler imbastire una 
diàtriba filosofica in questa sede, si vuole mettere in rilievo che 
nei processi di decisione strategici l 'elemento qualitativo è sem-
pre presente ed è impossibile vestire tutto lo scenario analizzato 
con una tonaca rigidamente quantificata. Se questo viene fatto, 
si deve essere consapevoli della perdita in informazione subita 
nel processo di traslazione. La vaghezza del parametro qualita-
tivo, o meglio del giudizio dato su di esso da un individuo, deter-
mina paradossalmente un'accuratezza e una precisione che viene 
smarrita per strada dalla modellizzazione matematica. Questo 
perché il concetto vago descrive la realtà in modo più compiuto, 
più incisivo, più comprensivo di un dato numerico, senza consi-
derare il problema di legittimità, del tutto filosofico (e irrisolto), 
insito nella rappresentazione di una qualità attraverso un nu-
mero. La difficoltà incontrata in un problema del tipo studiato 
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non deve comunque distogliere dal tentativo di un'impostazione 
formale dell'intero problema che incontra l'indubbio vantaggio, 
derivante da una descrizione ad alto livello di astrazione, nella 
comprensione dei fenomeni studiati, ciò che consente una visione 
onnicomprensive, un'analisi delle relazioni intercorrenti tra le 
variabili del problema nonché un chiarimento nella definizione 
delle variabili stesse e degli obiettivi fissati dal decisore. L'analisi 
formale dovrà in tal modo determinare non tanto la scelta in 
modo rigido e immutabile, quanto costituire un parametro di 
ancoraggio ai fini della valutazione finale e della finale decisione, 
che scaturirà sempre e comunque dalla personalità soggettiva del 
decisore. 
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